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Section 10.1 i 正則部分 多様体

設定 : n 、 K E た。 with n ≥ K
.

M = (MAn) : ピーn-mfd.scM
Open
と は 限らない

↑
相対位相 で ハウスドルフ位相空間こ と みなす

。

記号
2 : S → Mi 包含写像



叶 16.1.1 i As : S 上 の 極大 k 次元 - Has と する .

- k - mfd ( S . As ) が Mi (M.fm) の

k 次元 正則部分な様体
regular submanifold

嵐 包含写像 r : S → M が ピ級
(v.rt.A.AM )

かつ

「PES . d )p : TS → TM
が 単射

し ば しば TSC TM
"

と みなす
。

)



Ex 16.1.2 : 開部分 多様 体 は 正則部分多様体

Ex 16.1.3 : 1が そ Ex 10.2.3 の 意味 で ピー (ml ) - mfd と みなす
、

このとき S " = (S"
,
[A。] ) ( Ex 10.2.4 ) は

颸 の 正則部分多様体



Than 16.1.4 :
kええ 正則 部分多様体 の 構造 は 存在する なら 一意

証明 は試験範毗 ie .

( Section (6 ) AS
,
ポ - 極大 k 次元 Gods on

S

(SAI )
、
( S ,ポ ) が 共に (M.AM ) の 正則部分多様体

とする
、

この とき 求 = ポ
i



Bop 16.1.5 i (S
. As ) : k 次元 正則部分 多様体 in M = (M.tn )

L = (L .h ) i CN - l - mfd

ll : M → L : ピ 級写像 と する
.

この とき

41s : S → L は ピ級 (w.r.t.tt )
3( 1→ Y (x )

Hit : 41s = Y o 2

E で



Thm 16.1.6 : (S
. As ) : k 次元 正則部分 多様体 in M = (M.tn )

証明 は試験範国外 L = (L .h ) i CN - l - mfd

( Section 16.3 )

4 : L → M : ピ 級写像
st

.
4 ( L) CS と する

。

この とき

A : L → S は ピ級 (w.r.t.tt )
3( 1→ Y (x )



Section 16 .
2 : 正則 値 と その 逆像

言え足 i MM 、 E Zz 。 with Mi ≥り2

Mi : CN - mi -mfd ( i = 1
.
2 )

Y : M 、
→ M 2

: ピ糸人



Def 16.2.1 : q Ella が 4 の 正則 値
( regular value )

歳 も
PE ど ( 3 8 4 ) 、

d)
p
: TM 、

→ Tqm が 全射



Thm 16.2.2 q Ella が Y の 正則値 で ある と する
.

S : = ど ( う q 4 ) C Mi は証明は

試験範国外
(m - m ) 次元 正則部分多様体( Section 16.3 )

の 構造 を し 一意 に )持つ
、

nerve

(Than 16.1.6 )
また 各 p E S において

TS = Kerd )p in TM 、

正確 に は dHIS ) の こと
。

ただ し て 「 S → Mi は 包含別家



Ex 16.2.3 :

級写像 と i 成 → 中 、
かけ た

について 考える
、

Claim q = 1 ER は 4 の 正則値

も

p e S : こ ど いし と ) を と t.pt 0 に 注意 、

⑦ (dY)p : 市成 → TR が 全射

」法 1 次元

も ie 、
rank @4 ) p

= l

Section 5 の 意味 と 思ってる い



いま Jacob i 行列 (J4 )
p
= ( 2R 2R 43 )

は (d4 )
p

の 表現 行列 w.int
。 座標碁底 に Thin 5.3.2 )

な ので

rank d )p
= rank (4 )p

= 1

に p =1 0 )
図

これより
S - 4で q 4 ) C W は Th 16.2.2 り

5 はしかの で滅 正則 部が脈 となる
、

cf 、

これ は (S? H。] ) の こと である ( Ex 16.1.3 )



また 各 p E S : S
2

について

だ = Ker d )p
= I Xi (訓。 1 (4燋 ) = ( f ) と

(d)怖5) ) = 1 Iai (訓。
1 p 」 (𠠇 l

Encore
"

p の 直交補空間
"

希 "
が

X

"

P と ) は 直交する
"



Ex 16.2.4 級写像 試験範囲外

y 、 5 → R
,
x 1→ か

について 考える 。

Claim G = 0 E R は 4 の 正則値

で〇 日
PE C - ド ( If 4 ) C 5 を とる

。

(RR) も (O.O) に 注意 、

2次元 1次元

⑦ )
p
5 → TR が 全射

(⇔ dim Ker 4 )p
= 1 )

ここ で I : W → R
,

x 1→ 1」 と おく と CN級 で

どなこ 4
.

特に d )p = 逃かだ



(dI )
p

の 表皮行列 wrt 、 座標瓠 (JI )
p

は

(か)
p

こ ( 0 0 1 ) と なる 。

特に ker d )p = は嫁州 a。
= 0 1

にし

Ex 16.2.3 るり

だ = 1 Iai (訓。
1 p 」 (𠠇 l

に(

従って
Ker 4)p

= ( だ n ker 昉 )
= うた ai品 ) p 1 as = 0 かつ し別 t 信) と

特に dim Ker 4)
、
っこ 1 じ (別 も (8) )

四



これ より C c 5 は ない6.2.271 1 次元 正則 部分 多様 体

( これは Ex 16.1.4 の もの )

また 各 p E C について

Tp C = Ker (d4 )p
二 に ai品 ) p 1 a, = 0 かつ p 」 ( ! ) 4

i

C

た



Section 16 .
3 : Thin 16.1.5

、

Th、 16.1.6 。 Th 16.2.2 の 証明

試験範毗
( ばら く の 設定 i

設定 : n 、 K E た。 with n > K .

M = (MAn) : ピーn-mfd.scM
Open
と は 限らない

↑
相対位相 で ハウスドルフ位相空間こ と みなす

。

記号
2 : S → Mi 包含写像



記号 : J : RK → 1が
、
U 1→ (mi ・ UK

、
0 - 0 )

単射線型 子像

Rp 16.3.1 i ME を≥。 と し
、
U。

c 1が と する .

Open

別家 ∅ : U。
→ RK について

ro ∅ : U 。
→ が が 級 である と する 。

SET in the Sense of

この とき 中 : U 。
→ が は 級

。
1. Section5 )

H int Bop 5.1.5



叶 16.3.2 ( O . U . u ) E LC ( S i
が ) が regular in (M.tn )

d
ヨ
( G , V , E ) E An は 、

O = S nE かっ ていた (u) = Hu ) Hu EU )
国 式 i、

s is M で (どい )
U Q U

SO
'

: O → O

で い た忒 と V II
u → 。 《弐Open 、 A n Open

/

ー し

、が f 1が

。唐 で げ かが



Bop 16.3.3 ( 0
,
U
,
a )

、
( O
'

, V , v ) E LC ( S : RK )

が regular in (M.fm ) と する 、

この とき T.ua : a ( o 、 o
'
) → で (On O

'
) は 級

Proof : 演習 阿り題 74 と Bop 16.3.1 が 以下 を 示せ ば よい

⑦ Tu : a ( on o
'

) → が が 級

u r (v1で (u ) ) )



( O.U.nu ) 、
( O
'

,
V
,
u ) は regular in (M.fm ) り

( 0
,
0 )

、

( 8
,

V
,

I ) e Au を

O = S nE かっ ていた (u) = Hu ) Hu EU )
d = S nS' かっ て (v ) = Hu ) ( も ひ EV )

と なる よう に とれる ので と J
.

ここ で 各 UE a ( On d ) について Hu) E V18。 81 ) に注意する と

Tip (u ) ) = Te (知 (い)
訊を竿鈊

= s 、 Ei

= E (I
'

(でじい ) ) )
ニ で (びしひ ) )
ニ で (で しゃ (だい ) ) )
こ てびで しなびい ) = j (Tau (u ) ) = TI (u )



これ d)
。

級

~

死 こせ碔 : で ( on O
'

) → が ) 。

0たが も が

: u (on o
'

) → で 10 nd ) )( (ond )

るり たび : a ( on d ) → が も 級
、

じが 5.4.1 )
国



Bop 16.3.4
( S . As ) が (M .An ) の k 次 大 正則部門様体 と する

、

この とき V6 E S
、

ヨ
( 0

,
U ,
t ) E As st .

GEO が (0. 0M ) は regular
in N An )

Ref : Vq e S を と

t.TW
15.5.1 より 10 、 U 、

a ) a As

(0 . V . び ) E Au
で あっ て

。

q E 0 かつ 心 ) CO
'

かっ てau( u) = Hu ) Hu EU )
と なる もの が とれる ので と 2

.



○ CS より O = S n R と なる R前M が とれる ので とる
、

Open

8 : = Rn O
'

CM
Open

T : こ び ( Rn 0
'

) c 1が
Open

I : = v11
。。。

: O ら ら と おく
。

Len 10.5.1 より ( O
,
V
,
V ) a An .



⑤ O = S nE かっ ていた (u) = Hu ) Hu EU )

まず S n E = S n Rn O
'
= 0 n O

'

= 0
.

る た ひ E U について

Hui (u ) = (びしひ ) ) = v1 で (u) ) = 2地
(u ) = Hu ) 岡

mi 0 c 0 = Rn O
'



Thin 16.1.5 は 次 の てん から 示 う
。

Thin 16.3.5

AP : = l ( O . U 、
a ) e LC (S i 1が ) 1 ( 0 .0 、

切 ) は regular in
(M.tn ) と

とおく
、

い V0
co.comyy

≠ S の とき
、

S は (M.AM ) の k 次た正則部分多様体
の 構造 を 持たない 、

(2) V0
(OU 、
u) c.AE

= S と する 、

このとき AG は S 上 の k 次スピ- alt であり

( S.CAT J ) は (M.tn ) の k 次た正則部分多様体

まで ( S
.
As ) が (M.tn ) の k 次元正則 部分多様体

となる なら As = [AT ]
.



Proof of Than 16.3.5

(1) i Bop 16.3.4 から 従3.

(2) : V0
(OU 、
u) c.AE

= S と する .

A E - aHas ( S 」 が ) と なる こと は Rp 16.3.3 から
従う

。

( S.CAT J ) が (M.fm ) の k 次た正則部分多様体 と なる こと を

示そ う
.

④ て : S → M : ピ級

社〇 dpi TpS → TM : 単射
方 「dev in (M.tn )

の 性質から従う
(計 絅略 )



次に ( S
,
As ) が (M.fm ) の k 次元正則 部分多様体 と する 、

As = (AT ) を 示そ う
、

Bop 16.3.4 より

1 n As が S 上 の
- Atlas で ある こと が分かる

.

As
,

[AT ] は それぞれ AT n As を 含む 極スピ-AG

で ある から Th 9.1.6 より As = ( AG J
.

岡



Thm 16.1.0 : (S
. As ) : k 次元 正則部分 多様体 in M = (M.tn )

(再掲 ) L = (L .h ) i CN - l - mfd

ll : L → M : ピ 級写像
st

.
4 ( L) CS と する

。

この とき

A : L → S は ピ級 (w.r.t.tt )
3( 1→ Y (x )



Proof of Thin 16.1.6 Y t L を とる 、

Thm 14.1.2 より 以下 を 示せ ば よい

こ⑤ ヨ
(Q .
U

.
M ) E AL ,

ヨ (0 . UM ) E As s

t.PEOL n ど (0 ) かつ

し (4 )au : a ( 0い ど (01 ) → U は ピ級



Bop 16.3.3 み

( O
,
UM ) E As で あっ て

4(p) E 0 が (0. 0M ) は regular in NAM )
となる ものがとれる ので とる

、

特に ( G , V , E ) E An で あっ て

O = S nE かっ ていた (u) = Hu ) Hu EU )

と なる もの が とれる ので と 2
.



peど ( E ) = 4510 )
。食 に 注意

し Q .
U . e ) EA で あっ て pt OLC

ど (0 ) と なる もの を fx 、

Len 10.5.1 t )

し その よう な ( 0 いた))が存在

⑦ (4 )au : a ( 0い ど (01 ) → U は ピ級

u け ひし (と しだい ) )

し ⇔ 出畑) i E ピ (a (0い どしい ) ) に 1
.

. .

.
k ) )

Rop 5.1.3



Y i L → M は ピ 級 な ので

、、

どしい
c が

Yuri : を し 0い ど心 ) ) → V

U は I (4 (だい ) )

は ピ 級 (im 14.1.2 )
ここ で

= Lo A : L → M 及び

I 。 (26 ) = (Hui ) 。 UI
こ (M 。 )

。 a : O → V に 注意する と

Yuri = (Hu )04 ) au



特に ひ E でし 0い ど( 8 ) ) = を し 0、 っど (0) ) について

He ) (u ) = ( edu)心に、
丸山咏(u) 、 Oi 、 o )

Ywi は 級 な ので (than) i は ピ 級閃数 ( に い、
と )

Iip 5.1.3 )

四



以降 の 設定 :

言文足 : n.me Z ≥ 。 with n 、 2 ha

Mi : CN - mi -mfd ( i = 1
.
2 )

Y : M 、
→ M 2

: ピ糸人



Thm 16.2.2 q Ella が Y の 正則値 で ある と する
、

(再掲 ) S : = どしう q と ) C Mi は

(m - m ) 次元 正則部分多様体
の 構造 を し 一意 に )持つ

、

だい61.6
また 各 p E S において

TS = Kerd )p in TM 、

正確 に は dHIS ) の こと
。

ただ し て 「 S → Mi は 包含別家



Proof of Then 16.2.2 .

'

. K - M 、
一 m Eた。

と おく
。

てん 16.3.5 より 以下 を 示せ ば よい

⑤ Up ES 、

ヨ
( 0

,
U
,
u ) E LC ( S i RK )

s.t.pe 0 かつ し 0.U.tt ) は regular in MA )

も
PES を とる

、

4 (p ) = G かつ

(d)
p

M 、
→を M2 が全射 で ある こと に 注意



T : R
"
→ 1が、

u ↳ し u 、、、、 、

、 、

、
Un 、 ) ( k こ がり2)

全射 線型
E : Ker T う 1が

、

U 1→ ( UI , ・・・ , UK)
と おく

、

( ぎ := y : が→ R " ' ; U 1→ Milk .00)

Tm 15.5.2 るり 心心 、
で ) et 、 、

( 09 V 、 地 ) EA 2 で あっ て

PEG かつ で( p ) = 0 E V かつ 4 ( G ) c O
'

かつ Edu ) = F (u ) Uu心 )

となる もの が とれる ので とる
。

特に 地( q ) = v14 ( p ) )
= v14 し で ( o ) ) = だが )

= T (0 ) = 0
.



PEO : = S n E c S

Open
と おく 、

U : = E (T n KerT ) c が
rrnn Open

Open inKi

T n Ker T = で ( s 。 8)Claim :

t
u EV n Ker TI を とる

.

-

v14ぼ(m )に 4でび ( u ) = た (u ) = O = V4 ) より

4ぼい ) = q じ で は 単射 )

特に だとひ ) E S = ど ( If と )

従って UE I ( S n 0 )
、

これで On Ker で C a ( S n E ) が 示さ れた .



逆 に TE で ( S n0 ) を とる
.

T (u ) = 4科 (u )
= v1 ( 4 (でとい ) )
his = どとけい

= ひし ( f ) = 0
.

従って UE On Ker T ,

これで u ( S n 0 ) = Vn ker で も 示された
岡

で 0 5 U
,
x 1→ 壬 (だに ) ) と おく

、

、、
、、

ST き (OnKei )
い

ましで ( Sad ) )



( 0
,

U
,
u ) E LC ( S ; 1が ) ( 詳細略 )

⑦ ( 0 , U , a ) は regular in (MA ) 。

次 を 示せ ば よい

⑦ O = S nE かっ ていた (u) = Hu ) Hu EU )
L

0 = S n 8 は O の df から 従う
。

VU EU を とる
。

⑦ みで (u ) = よしひ ) .



WI (u ) = で(びとひ ) )

= I ( ビ (ぎしひ ) ) ) に a の def )

= ぎ ( u ) = Y (ひ ) 、

国


