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内容
- 径 数 爻挽群 ( 時間発展 )

積分 曲線 ↑ ↓ 無限小

ベクトル 場



Section 17.1 : 一 径数変換群

設足 : ne を≥ 。

M = (M
.
A ) i ピ - n - mfd 、

記号 : R : - 1 - mfd と みなす
.

R × Mi 直積 多様体 ( of . Section ll ) 、



Def 17.1.1 :

級写像 ei R × M → M
.

( t
,
の ) け たに ) が

群 ( R . t ) の Mn の 作用 を 定める とき
、

( i.e . l 。 (x ) = x , G ,
し た 。

いい ) = たけたいし ) )

Complete
C を M 上 の 完備 は 一 径数変換群 と よぶ

、

Cone - parameter
Information groups )

以降 OMG



たしか )
Ex 17.1.2 :

if: R × PS → W
.

(た か ) ド
「 "

り衛Sint Cost
II

側
は W 上 の Complete OPTG .

また
f : R × S → S? ( t .

a ) ↳ た (x ) し た 5へ の
制限 )

たい )

は J 上 の Complete OPTG .



cs 角度 t で 同転 : x 1→ G (x)

で
i

i



気持ち : OMG は
"

時 1間発展
"

( timeewht.im )

Ex 17.1.3 : M = RP × R
」 ( EN )

ru
Ne

位置 速度ベクトル

f : R × M → M
.

( t.lx.ir ) ) 「→ ( っいさひ 、
ひ )
-

t紗後の位置
は Complete OMG

も W における 質点 の

等速直線運動 を 表す 時間発展



完備 で ない OMG :

Def 17.1.4 : to 4 x M c O c R × M
Open と する

.

l : E → M 、
( en ) にったいい

: ピ級

( 9 . 0 ) が M 上 の
一 径数変換郡 ( OMG )

くー) 各 つ( EM について } t ER 1 (たつし) EG 4 は 間に 区間
def

かっ
"定義 され て いる 範囲 で l は 郿 作用

"

し
心 l。 いし に っし せつ( EM )

かつ

② した 、

x ) E 0 ,
した

、 たしか ) E 8 の と そ

した + て2.x ) EG かつ たけてて
いい : G、

(だいり



メモ : Complete ⇔ G : R × M
.



EX 17.1.5 「 M = R ・ 4 0 1

1 0 1 × M c 8 私用 × M を

8 に } (t . x ) ER × M | x
> 0

ov

つし く O かつ っ(t t < O
|

と おく
、

、1山藤1 1形



この とき
f : G → M

,
(t ix) 1→ x比

と する と

( f , O ) は OPTG

( R ・ 04 上 で 質点 で 石 に 移動 し て いく 時間発展 )



Def 17.1.6 :

OPTG (M ) 14,0 ) ( OPTG on M 4



Section 17 . 2 : ベクトル 場

設足 : ne を≥ 。

M = (M
.
A ) i ピ - n - mfd 、

記号 : (M ) = (MiA )



Def 17.2.1 :

X : ピ(M ) → ピ (M ) が M 上 の ( ピ級 ) ベクトル場

f Xf ( Vector held )

郎 X は 線型
かつ

"場 の ライプニッツ則
"

を 満たす

i.e.lt t.ge (M )
、

✗ Hg ) = (H )g
+ f . Y )

in ピ (M )



Def 17.2.2 :

H (M ) - 1 M 上 の ベクトル場 { と おく
、

Bop 17.2.3
:

HM ) は 2 ( (M) 、
ピ (M ) ) の 線型部分 空間で

Hit : ea SY .



Bop 17.2.4 : 各 ha (M )
,

XE AM ) について

h X : ピ(M ) → ピ (M ) 、
f けん f)

も
X の 閃数倍

とおく と h XE AM)
、

また ピ (M ) × AM ) → AM )

( h
,

X ) 1→ ん ×

は も(M) に (M) 加群 の 構造 を 定める
、



加郡 の 定義 :

Def 17.2.5 : A : 結合的 R 代数

V : ベクトル 空間 と し

4 : A × V → V
.
(a . ひ ) が au

が定まって いる と るる
.

V が A - 加郡 で ある

断 中 は 双線型 かつ

(aa ) ・ v = a ( たひ )

ta.ae A OV



Ex 17.2.6 i M = U < R
"

と する
.

Open

この とき 各 i = 1 , ・・

,
M について

孨 : (U ) → (U )
、
f 省

と おく と 孨 E も ( U )
、

また h 、 、

一 ・ .hn E ピ (U ) に つい て

い

Ihi 品 : ピ (0 ) → ピ (U ) 、 十 けた、
hi ・ 嵓

に し

n

も 恐なで E AM )
.

ベクトル 場 : 偏 微分 の 一般化



民選 : M も ∅ かっ n ≥ ( の と て も(M) は 無限次元

( 証明略 )



ベクトル 場 と 接 ベクトル

Bop 17.2.7
: 各 XEHMI.PE M について

Xp i ピ (M) → R , f 1→ N ) (p )

と おく と Xp E TM 、

Rop 17.2.8 i X
、
YE AM ) 、

X =Y ⇔ Y EM . Xp こ Yp



Bop 17.2.9 : XE HM ) と する
、

各 ( O
,
U
,
m ) EA について

ゴ
h 、 、

、 、 .hn t ピ(0 ) st 、

Up GO 、
X
p
= I hi ( p ) (品}

に 1

ベクトル 場 と は 各 点 で滑らか に
" 接 ベクトル を 定めた もの



解析的 に ベクトル場 を 定める 方法 :

Thin 17.2.10 : 各 q EM
について

接ベクトル yq E TM が定まっ て い て

次 の 条件 を 満たす と する 。

条件 : Up EM 、

ヨ
( 0

,
U
,
a ) EA with p E 0 st 、

n

各 GEO について Jq = I di Y ) (意} ( aiko ) ERI )
i = 1

と書い た とき
も i

、 Qi : O → R , q Hai ( q ) が ピ級

この とき X : ピ(M) → (M)
、
f ↳ Xf : M → R と おく と XE AM)

、

かし→ y 。け



正則部令 多様体 へ の 制限

Bop 17.2.11 : SCM : 正則部分 多様体 と する
.

X E AM) で 各 PES について Xp ETS KTM )

を 満たす とさ

ヨ !

×1st が ) st.tt = Xp (pas )



Ex 17.2.12 : M = 1か において

ヘ 迥 が 禍が開× =諠囍
っ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

>
→

→ココ さっ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

✗ = -帰 + x 前 へ

← 、
/ ← 、

d. ↑ ↑
)

↓ ↓
→ →

\) -)



Ex 17.2.13

5 上 の ベクトル 場 の 例

× こい訓誂 し黍三落-_-薄墨1いで
も(W )

Thm 17.2.14 (髪の毛定理 ) がビ の 存在

も
いた 、 Y XE 孔が ) 、

ヨ
p Eが st、 X

、

"

微分 トポロジー "

の 代表 的 な定理
、



Section 17
.

3 i OPTG と ベクトル 場
設足 : ne を≥ 。

M = (M
.
A ) i ピ - n - mfd 、

ゴール i

- 径 数 爻挽群 ( 時間発展 )

積分 曲線 ↑ ↓ 無限小

ベクトル 場



Bop 17.3.1 : 各 ( e , 0 ) E ORG
(M )

、

Kei ) i ピ (M ) → ピ (M )

t け Xu : M → R

っい→ だ他準
t→ o

は well - defined で X (e .E )
E も(M )

.

OPTG を 無限小
"

で 視る と ベクトル 場



Ex 17.3.2

cs 角度 t で 回転 ! x 1→ G (x)

×

II /

→薄、

↓ 一、)

i

X (ei)
= (一 帰 が 訓。(T.T) i Ex 17.1.2 の もの

い

Rx
( d. Ex 17.2.13 )



ゴール i ベクトル 場 →

織田線
OPTG

Def 7.3.3 : (曲線 の速度 ベクトル )

( a. b ) CR i 開 区間シ ( Open
submfd )

C i (a . b ) → M : ピ級子像 と する .

C を M 上 の 級曲線 と 呼び

各 SE ( a . b ) について

i (s ) - (de )
。
(dDETil

を 時刻 s における 間線 C の 速度 ベクトル と 呼ぶ

( i.ec (s ) (f) : = dim f -托"㷀"
(fe ピ(M ) ) )。



Def 17.3.4

X e AM )
、

C : ( a
.
b) → Mi ピ級曲線 と する

.

C が X の 積分 曲線 ( integerdue )

嵐 Vs E ( a . b ) 、
C (S ) = Xas , in Tea ,M .



Ex 17.3.5

/

X = (ツ訓訓がついて
!ミ]活選葺きいで

も(W )

(E × 17.2.13 )

C ! ( ーき 、
も ) → S , t 1→ ( cos t , sint , o )

は X の 積令 間線



Thm 17.3.6 XE も(M) と する .

(1) t.PE M と する
。

ヨ
El , 92 つ O

、

ヨ
C : (-Ei , E2 ) → M : X の 積分曲線 st . C (0) = p

時刻 0 で p を 通る 積分 曲線 は 存在 する
、

(2) E 、 、
と 2 つ 0 を 杁

G. G i (-9,92) → Mi X の 積分曲線

H .
C 、 (O ) = C 、 (o )

この と さ C 、 = C2



(3) 1 0 1 × MEG < R × M
X Open

st 、 各 x E M について

0 E l t E R 1 (T.T) E 4 は 開 区間
かつ

ゴ
、
: 1で R 1 (ちっい E 4 → M

は X の 積分 曲線 で (o) = x .

(4) ( 3 ) の F について

G i → M
,

した x ) に) Cたけ ) と おく と OPTG
.

Hit : 一階線型「 常微分方程式 の 解 の 存在 と 一意性 、
初期値 に対する滑らか さ

、



Th 17.3.7 ( 1 ) 各 X e AM) について

Thm 17.3.6 の ( lx , F ) を とる と

✗
した心× )

= X

own

( Rap 17.3.1 )

(2) 各 (e .
G ) E OPTG (M ) に ついて

た = Xu
,
0 ) E H (M ) について の Thm 17.3.6 の

し た
、
OT ) を とる と

flo
。a

= G 18
。 04

Remi で定義域極大
"

な OP TG on Ml 𡵅 AM ) (許細略 )



Ex 17.3.8

cs 角度 t で 回転 ! x 1→ G (x)

×

i 無限小
1

en)
/

鯲、醐、 齒蘂聾l (ーー
↓

i

滑らかな

OPTG ( 時間発展 ) は ベクトル 場 で

統制 さ れる
。



時間 の 都合 で 断念 i

• Lie 微分 , Lie Draft

Lie 微分 : OPTG で ベクトル場 を 微分 する
.

Lie brackef : ベクトル 場 で ベクトル 場 を 微分 する
、

併せ て 勉強 し て おき たい i

• Distributions.in/yrdmanifolds.Frobenins の定理

( 分布 ) ( 積分 多様体 )



幾何 学 D で やる 予定
(積令論 )

・ テンソル 場

・ 微令形式 と その 積分

・ ストークス の 定理

• de Nam理論 (微分 トポロジー の 花形 )
多様体上の ある種 の 偏微分方程式 (大域 )

と

多様体 の トポロジー と の 関連


