
I - ^ クトル 空間のランル∞。

内容 対重線型写像

双対空間

テンル 積 の 定義

当面 の 目標 外称体 上 のンル 束を 定義する



Section l.li ベクトル 値 写像 の なす ベクトル 空間)

設定 : U : ベクトル 空間? 仲
R : 集合

記号 i Map (R . U ) に 3 f : r → v1 子 像 1



Propl . 11 .Map ( 2
, □ ) は以下 の

和
スマラ ー 倍 について

ベクトル 空間 である

和 :

「 : 2 → U . ω → ( ω )+(' *→ 火

( ← Map ( r , u ) ).%

スセラ ー 倍 : …
2 → U ,

ω
、 ** * Y ( ω )

( cMap (2 ,
U )

.

cR )y 1

( ゼロベクトルは R → U
,
ω → o)



Section 1
.
2 : 多重 線型子像 の なす ベクトル 空間は

設定 : I : 集合
I Wi 1 iは " ベクトル 空間 の 族し
U : ベクトル 空間袋

記号 : F Wi : ニ { (Wi ) iは | Wie Wi for each i EI 1
iは

i 3 Wi 1 iは の 直積集合



Def 1.2.1 i 別家 の : 恋Wi → U が 多重 線型 (mdti.liread

"

各成分 ごと に 線型
"

def

つまり
日
io E I

.

V ( Wi ) iはい i。 g E たWii
EI 4

J : Wi
。
→ U

、 Wi
。

1→ ✗ し (Wi ) iは )
が 線型仲 。



Def 1 .

2
.

:2

µ ( { Wi 9 icz
,

□ ) : = { α : 品Wi → U /多重線型
とみく~∞ 一般的 な 記号 ではなので 注意

Ex : I = 1 . 29
.

Wi = R ( i = 12 )
,

U = R α 2 改

wi =
R

であり

α : R
→

R . ( ,
. Y ) → x と

β : R
'

→ R ,
( x_ Y ) → xty

と a 、

c

このと 王 α ← ( { ω 、 i ( iz . O )a

l ¢ ( { ω ili ε z ,
O )ML

“

π Wi
. cz

☆ ベリトル 空間 と 認識 してほうと 混乱するので 注意



Remark 1
.

2
.
} :

# ] = ] のとき { ω { ic τ = { ω 9 と c と

( { ω h , U ) = 1 α : W → U ∵線型「ベ

L ( W
.
O ) : = ML ( ' ω (

,

U ) とおく

# I = 2 のとマ

( ? W , ω, 9 ,

O ) = { α : W
.
、 W

2
→ U : 双線型 )ベ

# ] = O のと {

( { 行
,

□ ) =oac

い p
3 2 : ①→ 01

(* 約束 ”

と 思 て 構 れ :い
>

ひ

1 点集合



Prop (

2. ( s ω : ( ir .
O

)← Mc

( はMap ( 花 Wi , U ) の線型部今空間郈
特 に ( イ ω ii ε z, □ ) はベクトル 空間他～

ト( inf :

のゼロペクトル ← MHomR
(
{ ω 、 9 icz. U )

し ② 和 でじ 小
③ スカラ ー 倍 で 肉 じ 小



: 双 対空間(Section 3

設定 : V 有限次 ベクトル 空間 /R

Def
…

∵ V ^= ( v 9 ,R )UL

: = { f V → R / 線型 と

そ √ の 双対空間 と 呼ぶ

(32 : Popl. 24 の意味

^ はベクトル 空間 /R



@ 再帰性

VV の 双対空間 しく )
~

を 考 える

Thm 133

V ε Vl 「 は 自然 に 同型 である

すなわち 各 ひ ← √ について

Qv : VV →R . →(0 ) cac *y Y

で
ε

V に ) であり ,

% . √ → ( ) v
→

～ は線型同型

Hint : 同型 の 証明 は
"

φ の 単射性 "

← 次元 のギロンが楽



Remark …134

V と VV 日線型 同型 ではある~

“

基底 をと γ
"

などしないと 同型写像 が 作 れな…

“ 内積 を 定 める
"



双対基底

Thm 135 :

B = 3 e, , en とそしの 基底 とする

このと { 各 = 1 … nにっい

ev . V → R
,

～ = taie. → a@

と 定 め 子 と

BV : = { e、
~ ,

…en ^とは VV の 基底 とな 小

A
ぬの双対基底

特 ( =dim = dimpV ぴ



: テレル 積 (.Section 4

設定 : I : 有限集合
{ V 1 . 有限 次 えベクトル 空間 の有限族

記号 : 各 I ε I について

VY ε し i の 双対空間 とする



Def に14

① Vi = ( { Vi ^ Yiz 、 R ) :aべ
i政

F

{ Vi { i ε z のテン Y ル 積空間

ProlRem( 42 : , 124 の 意味 でめ V ^ -

a
はベクトル 空間

1 R



Prop … … 各 ひひ ) 、
:

z ← π
Vi .

- zにつッ。

① v
. c

で : πVi ~
→

R , ( ) : z→ (^:)
品

Y ー ダ
IcI

は 対重 線型 特 にめび
c

め Viε

iGI

… π V*
_

→ め Vi*( ( ひ) 、 - 2 →*o *

は 多重線型



各種 テンソル 積Q

Remavk / 45 :

# I = 1 α と 3 { V : { icz = { V と c お c
と

④Viicτ
= { V^→ R 1 線型 と

= VVC N ≈ V

再帰性

I = ① のと { 皆 V .
= ( ) 9

,

R )ML

≈ RR とみなす



I = { 1
,

2
.
, …

n
と α とき

① Vi ε V
.
* V 2

め … め Vn
( GI

のように 青 く

有限次元 ベクトル 室間 V にっい

再帰性 ( てhn / .

3 } ) よりひ比 ) ε V と 同一視すると

VV め Vo = µ L ( V) 、 V
9
. R ) = { V 上 の 双線型形式 ととみなせよ

{ V 上 の 内積 と VGV…



σ ラソル 積 空間 の 基底 の 構成

:Thml 46

各 i ε I について Vi の 基底 Bi = { ei
, …

en
、 i
とを 固定す 小

( ni = dimV: )

このとえ

め ( π B ^
、̂

) = {* ek
、 / ki ε 1… nis ( i ε I ) (

はめViicr の 基底

時 に dim めViiz = π dimVi
IGI



Thm … のHint : 各 itIに“*。

BiVs B ーの双対基…

このとえ 火下 が 成 り 立 っ

Lemma 147

線型同型
① Vi
. tr

← Map ( π B 、
^ .

-R )

の ()
α

1 π Bii
ひ iGI

πVi
- cr

→ R



Remavk …148

① π V :
、ετ → め V

.

2
(

( ^^ ) 、
- 2 → *

u - 2

全ではない“ 像 。 →" r 張 a が

2 c 間違えゃくっ



Prop … e . e段 R の 標準基底 とす 小× 9 .

この τ 改 e ( ∞ e ( t e * e2 ε RR* R2 について

3 vw と c R
2 st

e , @ e ( t e2 め ez
= ひめ w



θ 添 え 字 のとり 換 え集合

Thn J r有限集合 とい , て J →I を 全単とす

各 jJ にっいてVj== V=y ) とおく

このそ ④ Vjjas≡ ④ Vi王 線型同型
!

iEZ

sf

①Vjjy←
)め Vey ) *
,

( * (; ); εo ← π^j
; ; )



Cov 1
.

: 有限次元 ベクトル 空間 V
,
Wにm

R

V め W ≡ W めV …線型同型
st

ひめ w せ w め v ( t* ω ) ← V W )×



Section 1. 5 . テンル 積 と 線型写像

設定 : I : 百限集合
{V し … 限次 えベクトル 空間 の有限所z

記号 : 2 ( Vi
,

Wi ) = 3 A - し : →ω i ( 線型 {



Prop 1
.
5

.

1 に 3 A : ε
L

( vi ; ω i ) { icz とする

この ε 2 ョ ! θ L ( * V、 ; * ω i )
s i

τ* ^ . : . )o =

1 θ ( めviicz )
= め A :vicz/ )

よ (vilicr ← しい)
ー

ト ( in↑ : Thn 1 ,46/ )



Thm 1
.

5 2 :

L ( Vi .Wi)
*

主

は ( *^^
*

^

演 , *
ω^ *

≥ ) 線型同型
I c 子

s
..

めAitez や θ ( 3 A : Eiz) ( ( Ai ) 、 裂の ( V;ω 、 i ))

Hinf : Section 1
.
6
,

1 . 7 )(



Thul. …
V
, W : 有限次元 ペクトル空間 /化お

L( V
,
ω )=しめんョ 一線型同型

st

Y め w → yw : V → w ( ( Y .w ) ε V
^

xw )
v → g ( u )wm

官



Section 1 . .テンソル積の講で哨省略 )

設定 I : 有限集合
{ V 1 : 有限次 えベクトル 空間 の 有限族…



Def 1. 1 ( テル 積 の 普遍性 )。

で 有限次元ベク空間1R

2 ← ( Vili τZ ) ε a のMc

(Z , て ) " {ViSi τ のラル積 の 普遍性
"

を 満 てす

( universality )
とは 以下 が 成 り 立 つこととする⑧

⑨ も U : べクトル 空間 ( p θ

≤
( svisia. u )uL4

ョ! : て → U 線型写像。

(
式 感 や

s.
t

. 0 2

=

φ φ 心
))



Pop 1
.

, 2 ( 一意性 ) '6

( Z , 2

. )
.

( E 2
,

22 ) が 共 に

{ Vi { icz のランソル積 の 普遍性 を 満たすとする

このときヨ !
θ : Z. → 2 線型同型 st

. θ 。 7
(
= 22

Thm 1} (石 )6

( ①Vi ① ) は { ViSit τ のランソル積 の 普遍性 を 満 たす
IGI

p p

1
. 4.1

D+ Pop 1 . 4
.

4

fHint :てhu146 )



Rem 1
.

46

Def 1 1 α( ε , ) V : { : τ α ラン Y
ル

賃。

と 呼 ぶ 流もある ( 多数派? )

Pop 1 2 α 意味 で Section 1
.

4 の 定戦義 ε 一致 す←



Cov (
.

5 :6

0
U ベクトル 空間 1 R

UL ( { Vilic, U )
} めViicy → U 1 線型 と。

て

4 1ー) 4
σ

Defl 1 ⑨ 意味6

は 全単射



Section1 . : テン Y ル積 の各種性質言

設定 I = 月限集合
{ V ( . 有限次元 ベクトル 空間 の 有限 ……



θ 係数体 の 単位性

てんm ( . : i 0 [ Iについて V
:

。 = Rであるとすゞ

このとさ
① Vi 主 め Vi : 線型同型
IcI ( ε I 、 3 i 0 }

stt

め^
ẑ やめひ^z、riol) ( * (v ; ) : cz ←感 )

R



@ 結合性

Thm 1
人

□= I . ↓ I 。 を I の 分割 とする.

このと 主

i() * ( *^
;

):品 線型同型
sf

め惑せめ ^^
()
* ( * ^ ; ;は

。) ( ^ *_ ) : ← 花: )



Corl
. 有限次元 ペクトル 空間 UV 、 Wに

R

U ∞ V め W) ≡ U * し * w
*

U ∞ V めん )… 線型同型

( ひめひ ) め ω や Uめひめ ω やひめ ( v * ω ) ( * u
.
tw') U × r ×ω )



θ 双対 とテソル 積

ー74
め^鄰( )
'

∞ V :

^^ 一線型同型
IGI

st
～

めY
や

芯 Y () ( * ( y: ) : ε z
← 花 Vi )

(にだし π Y :

τ ←UL ( } V : i { icn. ,

R ) を

: πV 鄰 →
R
,(vi ) 、 * 巫 Y:l " 定

Cor 1
.

の 意味 で65 心
め Vc

→

Rを 定 め 小



ア = ソル 積 の随性Q

(…
有限次 えベクトル 空間 V, Wにっい崢n 5

/仲

U め Vw 2( ) { ( V α ( ω .
ω

) ).

ほ

A → AX : √ → L ( U
,
ω ) Z 線型同型

v → U( ^n → Alu * ui )


