
:多 様体論 の 復習z

:内容 R 代数

CD 級多体C ∞ 級関数接空間二

C
∞ 級字像 とその 微分

開部分外体

Cut - off 関数

当面 の 目標 多称体 上 のンル 束 を定義する



s : Rs で数12

Def ( 1 ( o ) が Rs代数+2

: ベクトル 空間/RA隣
ε : V × V → V … 双線型写像
も
A の 積 。 ( 。 εµ ( iv

,
vs

,

v ) )



A = (A ) : R で 数 とすよ

Def1 . 2 :2 A が …

結合的 abk ) c = atbc ) ta
.

b
,
ccA )(

単位 的 ヨ
! ] A ← A 、 t .aIA= IAa=

tacAl )

可換 ab = bata . brA< )



ら
.

: o - mfd22

µ : 位相 空間 n ε 4
z 0

を fix

Def 1OcM
,
UnR "=

open

相対位相 により 位相空間 とみなす

まで 出 θ → □ を 同相写像 ε する

この ε { 組 ( O Uµ ) ε M α n 次元局所座標系

山 を O 上 の 局所座標 とはぶ



Def 2.22

この 講義 では

LC ( M ; R
" ) : =

{ ( 0
,
U
,
µ ) / Mon 次元局所座標系 }

とよく ( 独自記号 なので 注意 )



Def.322

T
µv

: µ ( Ono
'

) → ψ Lono
'

)

µ1 →ψ ( µ -' ( u ) )

( ie .tww = lonoio ( l) o)

と ( O
,
U
,
ψ ) a ' s ( O' V

,

ψ ) への 座標変換とう

彡0i
1

'

∴C
µ On 0

'

:ulono, 彡uo
. on



Def .

A 。
c αe ( u ; Rn ) が

42マ

M α aflas

→cdef ) U O = M
( 地図帳 )

& ( o , U
.
µ ) εA 0

← すべての 地点 をカバー

R ) σ
( 0 , O µ )

.

( o
'

,
V µ ) ← t 。

,

てひひ : µ ( o ^ O
'

) → ひ ( O ^ O
'

) は C∞ 級
つ open n open

Rn Rm

R

地図間 の 整合性



aflas は 極 えなものを 考 えてお c *̂

いる }都合が 子 …

De極大uA
def
→く

Ac ≤
c
( U ;R ") と H 2

aflas on M が 存在 しなB



Theorem … A 。 をaflason M εすよ

い A
0 を 含 む 極ス atlas A。

( ] on M

がただ ー つ 存在する→

地岡帳 A 0 の 完全版

R ) [ A 。 ] = { ( O , U µ ) t α C ( M ; R
"

) /
θ
( O ! V

,
µ ) ← to

,

て uw ,てひ w
は ∞ 級 9



Def … ( M
,
A ) : n 次π C ∞ 級外核←

( Co manifold smoothmanifold )

n -mfd と 略 す
ie .可算開基

(defM r Hausdorff 、 。 第二可算 公理 を 」コ! 亻
ー

0

が存す小

満 たす 位不相腔間

Λ の 極下 aflesonµaッ

Remark - 第二可算公理 は 積令 の

“ "

定義 に 必要



台
.

C ∞級関数2

設定 : (µ
A
) : n mfd

Def に.32

f : M → R が関µA ) = c ∞ 級

→sdef t
( o .

U
,
µ ) ← A

.
fou' ε ColU )

MJ

。 IOU 0;) 「 R

…めfour. l

…



Def 2:32

C
∞ (M

,
A ) : = 3 f : µ→ R / ( M , A ) 上

C

*級蓿=

ま A は 回略 す

Prop 3 :
.32

CD ( M は 関数 α 和 とスカラ ー倍
ついて R .代数 をなす可換

( 結合的 単位的 )



S … 接空間42

設定 µ . nmfd 凶
P C M

Def :1.

42 ー
。
C

(M ) 上 の汎関数線型
線 型写像 v Co ( u ) → R が
二ー

PC M点接ベクトルおな

fu ( fg ) = ひ ( f ) g ( p ) + f ( p)vig )

f. gocolm) )
ライプニッツ 則におい



Def
.

: M の P における接空間=42

TpM : = { v :c ∞ ( M ) → R / u は p におな

接 ベクトル Y

Prop3.42

TpM は 汎関数父 の 和 とスやラ ー 倍 にって

ベクトル 空間 1R



TpM の 基底 につてい

設定 : ( 0
,
U

,

u) ← A with p ε O ε fix

Def … 各 = 12… n ( ^*4*

e, …en z R
"

の

( )
p

: Colu ) → R 標準基底
マ

f → fonl ) ( µ ( p ) tte : ) -fpplm
t→ 0 t

～

oy の p" "

第 で 成分 での 偏微分



Theorem 542

() p} と : = 、 … n

は pM の 基底

特 に dim TpM = n

W

M の 次元

Def6.42

(.) pい …n とを

TpM の ( 0
, U ,

µ ) に J 子 座標基底 と 呼 ぶ



基底 の とり 換え に つい て

設定 : ( 0
.
U

. a ) 、
( 0. V、 a ) et with

PE On O
'

記号 を 扖

( ろび、 が じ晉" 邶" 丿
ij imNum

NON' ) から
で (O.O) へ の T.ua の 4 (p ) における ヤコビ行列

CN - map



Theorem 7.42

各 j = 1
.
… いについて

ー0

て
Uひのヤコピ行列

い、 = ( Jr µ) µ、 ( ) )い p

～

p
( oU

.
µ ) α座標基底 ( O / V ひ ) の

座標基底



S
.

… C
* 級写像 とその 微*=

設定 : µ ～ ni -
m (

d(: = 1 .)a .-

Def … に 連続写像 φ : M .
→ M 。

が c
∞

約級mam
→f
tf ← ∞ (M2 )

,

Q
*
( f ) : = f

。

φ ε Co( M、 , )



Thw … 2 : 写像 φ : µ. → につ、 て以下 は同像軍=

i( ) φ は C
∞ 級

い c ) θ ( 0 U , ) oA , oto'vi*)

φµ4 : 0, φ (o ')→µ( ) し

U → *( u )φ)* ( )

が ∞ 級



微全同相

Del … φ : µ .
→ M 2 が 微同相 ( diffeomorphis=

→cdef φ z全単的射 で
逆写像 ①: M →

M ,
も
CD 級



像 の 微 1ア

Def … … φ : µ . → µ 2co級像4=

p ε M . とす

d φ( )
p

" Tp
µ
, → Teip ,l 線燃

( φ
*

; Co (u _ ) + Co (M)Y →Yo φ
* )

f → f 。 φ

を φ の p におる 微分 とう
(全微 )



Section … 開部分多体。2

設定 : M = ( M
, Au ) : nmfd

Rc M . open

記号 : 2 : □ → µ : 包含写影象

Def … 1 に62

A^ : = { /
,
U
,
µ ) ε Au 1 c 学

←
。 と

ac

Thm … 2 . ( nA ^ ) ( a n
-mld=

～～

開部分多体( opensubufd) はぶ



Thm …
3 . tpco02

d( 月 : p で →pM

は 線姓 同型

この 意味 で 劈 2 = pM
^

のようにいたりする



C
∞級関数 の 制限 :

Pop 6
.

4 : ClM ) → ∞ (《 ) , f →f
と

( はwell-defined でRS で 数準同型(線型々 )

C
∞級関数の 局所性 :

Prop , 6

. 5 : 3 Q λ と λε
x : M の 開被覆 とする

.

関数 十 : µ→ R に …て 以下 は 同値

i( ) f ε ∞ (M )

) flrx ε ∞ (R λ ) t
λ← A( )



S Cut- off関数～co 級関数 の延べ

設定 µ :mldn

Def ] 1 に 各 f ε C (U ) に、い
σ U におな 閉包

suppf - = 3 xcU / fo ) キ 0 と
とおく

De[ : pεµ . : Pの開近傍の"nMrno

ε ( M ) が～ ct -off関数。
R

XI

def blo)o ≤ ≤ I ( * xcM ) 1
{ andsuppbc2

二∞
感

ョ

V p の 開近傍st. blv ≡ I

u吸 V csuppbc 2 )



σ Cuf - off 関数 の 存在

Thw 7
.

ふ2

tp ← M
, θ R : p の開近傍in M

ョ
b ε C

∞

(u ) : ( p ,

R ) の eut - ff 関数



θ C
∞級閃数 の 延長

Thm . 7 . 4 . FPEM . ER - Pα開近傍 inM

aV :

P α 開近傍 in M

s
.

t .

ョ
th ε ,RE COM )st .Elv = hlv

R は M o開部分対体
とみなして 小

R 上 α C ∞ 級 関数 h
を

P のまわりの 様子 を 変 えずに µ 上 α Co級関数 んに 延長 でする !



Section 2 . 8 . 直績称体

設定 : µに (Mi ,Ai ) : n 。 - mld ( i = 1 , 2 )

µ. ×Uz を 直積 位相 により 位相空間 とみなみ下

Pop 2

.
8

に

{ ( O × o ' , UrV , * x * ) ( (
o
,

O

, µ ) ← A . , ( o' r
,*)

t
。

o open mopen

U
. xUc Rn 、 tnz

は µ .

× M 2
の

(* -atlas( n
+ n2 ) 次元

( M .
gに → µ

2 ,
( A 0 ] ) は n 、

+ n 2 次元 Co _mfd

～～

U , c µ の直積多体



以下 µ . ×µ 。
を 直積 多称体 とみなす

2 .
8

. 2 : pi : M
、 ×M
2 → M 、 . ( xっ ( ) * ぐ。

は C ∞
_
map ( i

= 1 .2 )

Thm 2
.

8
.

3 : N . C
∞
- _m(d い

φ : N → µ .
× M 。

を 写像 とする

このとえ 以下 映 同値 :

iい φ z C ∞
_

一 map

いい p. 。 φ : N→µ … : = 12 で Comap


