
Section 4 : テンソル 場 ( 解析的定義 )

テン 。 場 の 解析的定義

テンソル 場 の列

当面 の 目標票 : テ = ソル場 を 解析
,

代数 の 両面 から 定義 する
ひ

⑧



Section : ソル 場 (解析的定義 )1

設定 : µ nmfd-( µ
.
A )

S
.

t ε 420

記号 : T
*^
' µ = u Tp

's

µ

セアhm 3 2
.

( o の 意味 で Co -m(d とみなす

π ∵ T
( st '
µ → µ

,
( p ,

α ) →p . C ∞級

( Pop32 ,

11 )



De[ t4
.

1
.

1

写像 : µ → T (sr 'µ。 が

U 上 α ( se ) . テンソル 場

)(
π o σ = idu,

def 1っ

σ は C ∞級写像い



小 π 0 σ = idu条件
"

について

各 P E M について

β
πo ) (p )

σ (p )
= ( p ,

)函 の 形 になるとう 意味
m

M
つまり σ F

( 各 P M = つ " てTps
'µ
のえ ε )指定に2

各 PEM ( にいて σ ( p
) =( p , σ p)c記号

～

sM



条件 "

(2 ) : σ は C ∞級
"

にって

Prop :像 σ : M → T
("M がら … π r = id µ'

.

=
を 満 たすとする

各 p ← M につい σ ( p ) = ( p , σ p )ε く

こ α 2 { 以下 は 同値

i( ) σ は C
∞ 級

@

( )
σ
( O U ,

µ ) ← Au
,

各 p ← θ にっいて

σ
p

= E
( ik.jeldl\tn \:

tu ☆Gi、 ;. j
: -j :)

昭 め予bodn;)∞" ∞ dujy (' y"
～

GR1
とお c

と

θ
( ( ic )

<
,
je( ) e ) ← [ n ]

'
× { u ]

t

,

① → R
, p (→ ai 、 -

; j :j :
( p
)

は C∞ 級関数 on O



Section : ンル 場 の 例 :42

設定 : µ n - mfdµ. A )

S
,

t ε 420

Def . ( ( . o ) - ラ : ソル場 をベクトル 場(1. 21

( o
,
1 ) . テンル 場 を 一次微令形式 ( I - form )

と 呼 ぶ



EX 4
.

2
.

2

R2
=
} ( x. 4 ) 1 .YER { ε 2 次元 Co - nld とみなす

べクトル 場 の 例
へ

→→→→→→

R → TR
2

→ →→→→→

P 1は )
p

→→→→→→

)→→→→→→

→ → →→→→

→ →→→→→

R → TRR →→
っ

P 4 P歳 )- p) p pl
→→

↓
さ

い ⑧ )

( P, P 2 ) に !
t←



I . -form α例
絵 に 描 くのは 難しい

R
→ TVRR

へ

X

P1 →dx )
p

P
Kev )p =

1
R - ipan (( ) ↑

〉



EX -4
.

23

S
2

: = { x ε S
( Ix : = 1 Y CRP

各 P ES
2

について

T π S 2 ≈ {[ai 歳 R( Ʃpn = 09

とみなす



ベクトル 場 の 例

S
2

→ TS ' , p 4) p- p) 。

→

ヘ & し
ー← ヒ

↑ ↓
へ
\ ←↓

ー
し～

七 C

入
←
と

Q



Def : ( 0
,

2 ) - TYin g : µ→
T'Me4. 24

M 上 α リ - マン 訂量

def
← tPEM

gp εT ≈ { TPM 上 α 双線型形式 と

が TpM 上 α 内積 ( 対称 ,
正定値 )



E× 4 .

2
. 5

R
"

= } x = (xxn ) ( x . tR とを n次元
C
-

n
-ld とみなす

( 0
.

2 ) - テソル 場

g : R
"

→ T
^ ) R

"

は R
"
α リ - マン 量を 定め小

p 14 d % めd)p
～
～

.

gp

実祭: gp (承 )。( 渇
,
)p) e I ( )

*
d )p

)
( い 。(。).)

= % ( ) 。) .d) (e)ル 1

ュ I k = l)

{ 0 ( ktl )



ε な 8 のでgp は TPR "
上
に ( 歳とi = inが 正規通交基底ε なる

ような 内積 を 定めて 小

この g ε R
"

のユ - ク , ド 誕量 とはぶ



Ex :4. 2
.
6 S ' = {RI Ixi = 1 { C R 3

S ε 1R
3

の 計量とするコクリッド

各 P ε S 2 についてTpS ε ToR
)
とみない

gplips 2 " TES
'

× TPS
'

→ R を 考 えると

( µ ,

w ) 1o gp ( w .

ω )

これ ( は TpS
2

上 の 内積 を 定 め 小



ここで

gsz : S
'

→ T
'
S
'

, p → golTpss
は S 2 上 α リ ー 2 =計量 と 2

( S
^

上 α 標準訂計量 とはぶ )



EX 4
.
2 . 7

:

D = { (x . Y ) ER 1 tY '
c

I Y : 2 次元 Co- mld

( R
'

a opensubmtd )

上 dxxdoc edyrdy )
g : D → T
) D

, p は
t-p-P )

は D 上 α リ ー マ =量

これは 双曲訂量 ( 曲率断面 ≡ - 1 ) の
例

( 詳細略 )



Def : 概複素構足(42 . ) 講義 では 省酪)

( (
1 ) - テン I ルJ : M → T “

"
M が

複素構造
( almost complIructavede opou ,

)

JPE T(
" "
M ≈ L ( TM,TM )

が JpoJp = - idTm

Pop 4 . 2 . 9 :奇数次元 の 空 でな 多杯 λ は複素構造 を 持 たな …



EX 4
.

2
.

10 : Jp

J : R
→

T "
"
R , pl4p *り。
-

は RP 上 α複素構造

( Jp - πR '→ ?a歳社b歳 ) 。→ 一) ta) 。 )



EX 4
.
2

.

1 に

以下 の Fact をて δ 2 上 α 複素構過を 定 めよ∴

Fact 4 . 2 . 12 : 各 PE S 2 = 3 ER ' II =14 CR
3

について

直交行列 3次 であて

Jpp
= p

{ Jp
'
w
= -

v tuoRwithpte )

def Jp = 1

とるものが 一 意 に 存在 す小

更 、 にSR → MLIR ) ≈ R . P →JP I は
C

∞級
a



各 p ε S
2

について

TPS
2

C R
3

とみなし

"

laia.a, / piay

J - S
→

T "
' S'
,

p → J
1Ts
2EL

(

TOs:T π s' )
11て

TS
2

とお c と J A δ' 上 α複素構造 を 定 め 小


