
Section 7 テンソル 場 《で 数的定義 )

内容 ベクトル 場 の 代的定義
I - form の 代数的定義

テンソル 場 の 代数的定義

当面 の 目標 : ル場を 解析, 代数 α 両面 から 定義 する

～～～



Section 7
.

( ∵ べてトル 場 ( 代数的定義 )

訳定 : µ . n 次 π Co - mld
.

記号 : Ende ( C
∞ (M ) ) : = { × : O (M) → C∞ (M) ( 線型 {

( C∞ (M ) 加群 )
f E × 5 .

1 .2)



Pef 7
.

1
.

に

t ( ) = { X ε End ( coius/

of
. g o C∞( u ) , × (f . g ) =)gefixgm

う場 のイプ = ッツ 則

とすと

F (M ) の π s M 上 α ベクトル 場 とるぶぶ



Prop 7 . 1 . 2: x ( M)aEndp (co µ l ) の 部 3C µ )加

特 に A (M ) A CO ( M ) 加郡



A ACMI VS PCT
'
µ )

Prop .

1
.

3 : 各 Xt FIM ) . PE M につマ

Xp : COCM ) → 1R
,
f → * ) ( P )

とみ c と Xp ε TPM
.



Thm 7. I . .
P(T ' M ) τA ( M ) は 以下の 対応にや

CO ( M ) 加群 同型

P ( T
µ

) → F ( M), σ → Xa :COM ) →COM )

f 1→ Xaf : M → R

p → op4 」
w

弧
( M ) → P ( T "
'M ) , X → σ× : M → TLM

P 1→ ( p . Xp

ただし : C
∞ ( M ) →RXP
f 1は X4 ) ( p )



以降 P ( T "
'M ) Hle M ) を 同一視する

特 にベクトル 場 × に 対 てnM

∞
θ
( O .

U
,

4 ) tA
,

ala, ant C∞ ( o )

sit
.
Xq = τ Ai (q

)( oqto )

∞ ff ε Co (M ) , Xf ε CO (M )

0 U (Mopen , X 5 A( µ ) i =τ × 10 . x (n )

( Pop 6
.

1
.

2 )

などの 書 を 方 ? す



Section 7
.

2 . 一次微分 形式 (数的定義 )

訳定 : µ : n 次 π C∞ - ntd
.

記号 : H (M ) = { ベクトル 場 on MY

( 1 て ( C∞ (u ) -加群 )
(ToM )ア



Def 7
.

2
. 1 :

A (M ) : = Homc ∞( u
) ( A( M

)

,Colul
とすと

A ( M ) のテ 元 ε 一次微今形式 ( I -foum )とI

Rem : A (µ ) は Pop 5 .22 α 意味 でC ∞( M )加郡



Q I(M ) vS PCTL'M )

ポイント : 各 ω ε A
'

(M )
, p M に 対 い.

ω
p

ε TpO
"
M FTEM ) を 定めた …

⑩ 何 らかの 意で µ o T πM を

L w → Cco(Mt(u ) に入いた …

どうやて ?



Prop 722 : 各 v εTpM に 2

ョX [ A ( M) s . t
.
Xp = ひ

Hint . XE P (T" . ' M ) =A (M ) E

めまず local にひ τ コピ ー β ペストて 作小

: ∴.i
③ 全 体 に 延長 す∞の z ) の 様…



ω ε A' ( µ )にい各

ω
p

: TPM → R ,

µ → ω (× )( ) ( p ) ca 、 .

たてご X εx( M ]withXp =. )

② : れはwell defined ? ( X ^ とり 方"な ?

θ well - defined !



Thm 7 .

23 : ω a A
'
lul とす .

X
.

Y ε H (M ) が Xp = Yp α とマ

ω (× )/ ) ( p ) =ω ) ( p )

ω (* )/ ) ( p) は
Xp a

み "

に 2 , て沢つ



Thm 7
.

2
.

3 の 征明 :

ω ε H (M )
.

PEM τ fix
.

2 段階 に 分 T な

① local

② pointwise



① について

次 を 示すぼ

Lemma 7
.

2
. 4 :

Z ε x (M ) が

pt
'

U cMopen st . Elo =

0
'

izaa す .

( Z は P のよわりででったりで 口 )

このと Ʃ ω ( z )( ) 10 = 0



pfot Lem 7
.

2
.

4 : 2 , 0 を*

q ε U 3 fix

⑧ (E )( ) [ 9 ]
- 0.

( q .

U ) a cut - off 肉数 b ε colM ) ε fix

( cf
.

Def 2
.

7 .

2 )

IM : M -) R
.

"→ I EIc

( I µ ε CO ( M ) :定数閃 )



hi = Im - b . colu ) cac

へ R

h

,

ne
og

?

ー
U



このと 2 hZ = Z と 2 る .

① x . M τ fix

な = hEC )
。

= hix ) . Z
.1

⑧ hl ) , = Zx

{
x (U ) z:hix ) - 1

こ xε=z ,
( )

= Ʃ x = 右
因



いれ Y ω
( Z)) ( q ]

= ( ω ( ん f ) ) [ q )

= h ω ( z )) [ q ]

= h ( q ) ω (E ) (q)( )
m

.
0

= O

G



② について

更 に 次 α Lemma を 示 す :

Lemma
7

.
2

. 5 . f ε H (M ) with Ep = 0 c す .

このと Ʃ ω (E )( ) ( p )
= 0

Thm 9
.

2
.

3 z Lemma 725 から 従 う



pf of Lemma 7
.

2
.

5

Z ε H (µ )
, Zp = O C す 2

⑧ ω ( f )( ) ( p ) = 0

( O
.

U
.

x ) tA with pt o s fix
.

この R A , ∴ ,

an ε (∞ ( o ) であって

各 q ε Oについいて

Zq = Ʃ Ai( q)
)q

"

となるものそと 小

ai ( p ) = = An( p ) = 0 に 注意意



ここで a,
"

,

an t C
∞ ( O ) そ

P のまわりの 様子 を 保てま延長 して

air ,an εCo ( u ) c す
i れらそ

また い …
a

ε F ( 0 )
よun

(
“

^^
乖

: ∵ σ →To ,
f→ (q . ) q ) )

も
p α まれりの 様子 を 保ては延長 して

それら ε 剥)…( a) ε Hl µ ) c する



ここで
～

E :
= I A.影 ← H ( M )

Z'. = Z -
Z

とおく

このとそ Zr p α まわりでべたりゼタになるので

ZI ω (E') / ) ( p ) =0m 724

特 に ω (z )( ) ( p ) = ω (E )/ ) ( P ) が分 かる



⑧ ω (Ʃ )/ ) ( p ) = 0

ω (Z )/ ) (p ) = τ aiw ( )) ( p). ( ∵ ω ( は C∞ (M ) - hom )

= { Ai (p )ω ) ( p )

=

{ Ailp ) ω () () (P )

io
= ①

@



A' ( M ) ≈ P (
T '
l µ)

Thm 7 .
2

. . PCT "M ) と A (µ ) は 以下 α 対応によりた
Co (M )加郡同型

P ( T ."M ) → A ( M)

σ → : A (M ) → Cou '.

X → : M → R

P 1→ σ
p
( Xp )

A ( M ) → P (T
'" M

)

ω * σ
w

: M → TI
"
M

P 1→ ( p . )ω
p



以下P ( T ("M ) ε A
'
(µ ) ε 同一視する



Section 7 .

3 : テ ー ソル 場 ( 代数的定義 )

訳え定 : M : n 次 え C ∞- mtd.

S
.

T 20

記号 : H (M ) = { ベクトル 場 on µ

l 12 ( Co (M ) -加郡 )
(TM )P

A (µ) = { I - form on My

117
( C∞ ( M ) -加群 )

P ( T
"
M )



Def 7
.

3 に

Ten
( s

(t )
( M ) : = MHM) ( A ( U) ,, A (M'A" µ) ,"Au 9

. om
リー

S t

= { α : AM→ COML)×Hl µ )T
( 対重 C (M加郡同型 { 川

とすと

Ten
' S.

' ( M ) の 元 を M 上 α ( se ) - テン場 と 呼ぶ

ー

Rem : Prop 5 .

3
.

2 の 意味 で Ten
"

' ( M ) r Co (M ) -加群



テー 場 α 性質。

Thn 7 . J . 2 : PEM , αε Ten
' '
"( M ) ε す

a

.

s
.tapTps

' MtIw , ", ω s ,X ,
. , Xe )←Alu '

'

' *H ( M)( )
t

α ( ωi ω s , Xi , . ,te ) ( p )

= ap ( ω ) p,
,ω [

) p

,X )
p .
,X )
. )



∵ ( Se ) = ( 1
.

l ) α場合 で 考えてみるflint

ポイント ( は 以下 をふすこと :

ωε I '(M ) , X . AM ) に 対 て

のみ
α ( ω , X) L 1 (p ) は ω pεTEM , XpET µにのー

ー

以下をふせば 十分 ( 確認せな )

⑨ WaA(µ )
,

X
.
Y ε A (M ) with Xp = % についい

α ( ω
,
× )( ) ( p ) = α 1 ω, r) ) (p )

⑥ ω
, C ε A' ( M )with wp =

Cp
, X ε A( M ) につい

( α ( ω ,
× )) p ) = ( α ( e , × ) ) ( P )

@
,

BizThm
7

. 2 . 2 ) と 同称 に 示



解析的定義 vs 代数的定義

Thm 7 . . P ( T M ) と2 以下の対応に …

C
∞ (M )加郡同型

P ( T M ) →
"Ten'

s( u )

5 → ょ A ( M) → COM)IM ) I)

→ f. M →R
" .×.1

( Wi
"

ws

p → σpfxwi
ωs XiXel

→ P ( T M )n" u
s"

けα σα
: M → TMIS

,

P 1→ ( p.N



以降

P ( T ( s *

M) ε Ten'
s'

M

を 同一視 す



るとめ

Cor 7 .
3

. 4 : 以下
c ∞ ( M ) 加群 同型

C
∞ ( µ ) = P ( TM ) = Tent '

y

。 P (T 'M ) ≈ A ( M) = TenI
'M

P ( TL "M ) ≈ A '(M ) Ten'
"
M

P

( T ( s .
'
µ ) ≈ Ten

'
'
M

( s . e 2 o )


