
先端数学 2022

担当 : 奥田 隆幸

題目 : 群 作用 と 等質 空間こ



○ レポート課題 について は

アップロード さ れ て いる ファイル を参照 、

レポート課題 講義動画

具体例 ( グラスマン )
-艗 十 具 、現



内容

§1 i 研究分野 紹介 t この 講義 について

§ 2 : グラス マン へ の 直交群 の 作用

§3 : グラス てこ の 位相

§ 4 : べ う ス マン の イリ トロ ピー



§ 1 研究令野 紹介 + この講
一一

義 の 内容 について

奥田 の 専門 ン Ettii

対称空間 と は
. . .

位相空間 の 一種 で あり
• 微分構造 ( け、 幾何学 A )
• 点対称構造

を 持つ も の

具体例 : ユークリッド 空間 、 球面
、
射影 空間 、

など 、、 、

双曲 空間 、 iiiti



戀篙無無角 の 立ち 位置

線型代数
位相群論

位相空間倫
敲論

•表現論 的様体論
一鮎



奥田 の 石禍
対称空間 の 一

キーワード

① 構造論 ( Lie 群 、 Lie 代数、
ルート系 )

2○ 一般化 ( アソシエーション スキーム 、 カン ドル )

③ 幾何 ( 商 多様体 、 部分多様体 、 幾何構造 )

④ 解析 し 表現論 、
調和解析 、

フーリエ解析 )

⑤ 組合せ論 ( 符号理論 、
デザイン理論 )
など など



講義内容 : ftp.n
対称空間 の 重要例

対称空間論 の 魅力 (や っ難所 ) の 一つ :

tiitittri
雰囲気 を 感じて欲しい

§ 1皿



§ 2 グラスマン へ の 直交群 の 作用

内容 ・

"

グラスだ Gn (が ) の 定義

・ 直交群 0(m ) の 定義

• 0th ) の Gn ( 1が ) へ の 作用



n > K ≥ 1 : 自然、 、
数 と する 、

凹
Gr

、、
( 1か) : = | x c 1が | っし はがの k 次元

f線型 部分 空間)| ( K - グラス マン
け が ) I と お 、.mn

らしく-1が
」
で は ない こと に 注意

~eyeyggn、



み 3 K = 2 の イメージ

全て 集め た集合

っ※
ジが



ゴール : Gn ( 1か) を
"

群 の言葉 "

で 理解 し たい

Def : ○ (n ) に { g e M Ini R ) に99 こ In 1
vvhnn

( 次 直交群 ) ( つまり 直交行列 全体 の 集合 )

Fact i

○ (n ) は 行列 の 積 について 群 を なす
、



しき 各 g E 0 (n )
、

つ( E Gy ( 11で ) について

g. x
-.--35 に" 恋4_nrr~n.mn

)F| K汪郷㗴 ぱ

とおく 、



n = 2
,

K - 1 の 場合

f
sx

。、

9でも 純
sin も cos も )
E 0(2)

test



Theorem A !

"

(9.x ) ↳ g.
で は

0(n ) の Gr
、、
ししか ) へ の

推移 的 な 作用 を定める
.

I" '① tg.hr 0い) 、

「
ne Grid 1が )

、
9filter

作用 し ②ExeGrdTM.ttEEtAY@ta.y
e En (が )

、 flttdff
が成り立つ

§2迦



§ 3 グラス マン の 位相

Red :

Gy (が ) - 4 x c 1が 1 x は k 次元 線型

部令鵼ウ in 1が |

内容 : En ( しが ) の 位相



ゴール : En (が ) ビ 自然ないし位相 を 定め たい

Red : 0 (n ) に イ g e Mini R ) / JJ : In G

n次直交群

0th ) は Gr、、 (が ) に

"

g 、 x : = { gv1 ve x 4 E Gn (が )
"

により 推移 的 に 作用 する
、



各 x e G、
(が ) について

写像 た : O (n ) → En (が )
U U

g ↳ g. x

を 考える
。

Fact " 作用 の 子狂利子 性から た : 0 (n ) → Gn (が )

は 全然



VeeB 0 (n ) c M (mi R ) ≈ R"
- 標準位相

し は 相対位相 について EGR と なる
.

ThereC En (TN ) の 位相 0 で

次 を 満たす もの が 唯一 つ存在する .

な E Gr
、、
(が )

、1 だい → 臨瀾菜↑ I
Than B の 位相 強すぎない 弱すぎない



ThereC 能 (TN ) の 位相 0 で

次 を 満たす もの が 唯一 つ存在する .

な E Gr
、、
(が )

、1.が い → 臨澖菜↑ I
Than B の 位相 強すぎない 弱すきな 、 、

Thin C の Hit : レポート 課題 9,12
、

"

商位相
"

un un Thorne



FI Than C の 位相 について

(ががっ は コンパががい襉

とこたい Tnn
強すぎない 弱すぎない

§3 おわり



§ 4 グラスマン の イソ トロ ピ-

Read :

0(n) は Gr
、
(が ) に 推移的 に 作用 し て いる

、

内容 : ・ イリ トロ ピー の 定義

・ イソ トロ ピー から G、 ( 1が ) を 復元



Def : 各 x E G、
(が ) について

OMB : ニ イ g e 0(n ) | g ・ x = x 4
recent

0(n) の つ( における とおいまいましい
トロピー 部分群

Fact : O (n )
と は 0 (n ) の 部分群



つ( E Gr
、
( 1が ) を 固定する 。

G - 0 (n )
、
H : = 0(が とおく

.

更に

GH : = 4 [g 弘 1st Gl
: 右 H 剰余類

や 全体空間・

g の 石 け 剰余類
( 位相 は 商位相 )

卬、十
ころ ghlh

EH4 CG

魂興
子像 た : G = 0(n ) → Gn (が ) は

し 同相Itttttl を 誘導 する 、



な。迎 子聯 : G = 0(n ) → Gn。 (が ) は

し 同相 私 ≈ G. いが ) を 誘導 する .

これより 「

位相空間 Gn いが ) の 研究
」

を 原理 的 に は

① G = 0 (n ) の研究

② H = OMB の 研究

③ H 一つ G の 研究
に 分解 できる !!

§ 4 おわり


