
Section ら に 写像 の 微分

意義 :
"

ピ 級関数 の なす R代数 の 言葉 で

ピ級ま像 と その 全微分 を定義する
、

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化

T
Section 2 R 代数

3 ピ級関数
4 方向微分

5 写像 の 微分 ⑧



内容
∞ ∞ 級写像 の 定義
e 写像 の 全微令

∞ 全微分 の 行列表示 ( Jacobi 行列 )
σ 写像 α 合成 とその 微令全



Section 51 : ピ 級お家
ピ級写像 の軒代数的定義 を 述べる

。

訪米 : M.BE Z ≥。

[ UC が 、
に いが : 間集合

言乙号 各 i = 1
.
2 に ついて

た( Ui ) : Ui 上 の0級関数全体
の なす R 代数



連続写像 が いが
4 : U 、

→ Uz について 考える 。

記号 : ど : C( V2) → C(U )
-

p I J 。 4[になる熱 ( IR代数準 同型
d. Ex 2.2.8 )



ピ級写像 の 定義
1対 5.1
一、

、 1 抽象論 に 使い やすい定義

|
連続 写像 ど U 、

→ V2 が ピ級写像

、虖 どし ピ ( V2 ) ) く ピ( U 、 )

Rp5.li?_:4iU 、
→ V2 が ピ級 と する

、

[ の とき どー ピ(U ) →ピ(UD.fr」 f。 4
は 皮代数準同型



ピ級写像 の 同値 な 言い換え
Rop 5.1.3 : 写像 Y : U 、

→U について 以下 は 同値

4 は 叶5.1.1 の 意味 で ピ級
( ie . 4 は 連続 かつも ど (ピルい) c ピ(U ) )

い と i U 、
→ v2

いがf 。 、どい ない
と 書い た とき と、 、

、 、

、h、
E ピ (U )

計算 で確認 しやすい条件
が後で 証明 を 紹介 する

、



EX.5.ee/.4n.=ni2U:=} (かた ) ER 1 が + なく し
、 つい て01
( R

2

U : = { し た
、 と ) e しか 1 に なくし

、
たっ 04

この とき C しか

Y : U → U
.

(かた ) した 、Jlij )f
well - defined で ピ 級 ( et . Bop 5.1.3 )

この 写像 は 後々 で 球面 の 外様体構造 の 構成
に 用いる 、



Bop 5.1.3 の 証明 の 準備 ①

Lemma5.l.cc5

Yj : V2 → R , Y ↳ Yj と おく とし Yj = 4 * ( Yj ) as U 、
→ R

( 実は Yj の 定義 そのもの )



Bop 5.1.3 の 証明 の 準備②

。
位相空間論 の 復習の

Popiei X を 位相空間 、
ふ緗 を 位相 空間 の 族

とする
、

たた を I Yale の 直積 集合 に
XE1

積位相 を 定め た もの と する
、

とき 写像 と i × →越入 について 以下 は 同値
つ( 1→ ( といい)が 1

(I) Y : X → TY× は連続
XE1

(I) 各 入 e 1 について h : X → Y」 は連続



Bop 5.1.3 の 証明 の 準備③

記号
、以下 U 、

C が における

偏 微分 は 前 -

、 誌 の 記号 を 用い
、

V2 C が2 における| イ 祠 微令 は 京 、

一

、 祛 の 記号 を 用いる 。



③ っ づき

阿 5.1.7 (連銷
ーー

律 ) 。
解析 の 復習の

写像 Y : U 、
→ UC 用"

に ついて

i ば いい 、

ーー

、 4がい )
4、 い、 4m EC

'

(U ) と する 。

この とき 任意 の f EC ' ( V2 ) について 4灯 ) EC' (U 、 ) かった灬灬M2
る 心か
ー = 忌世は㭭 ・ 蕡 on U
の(j たい
-

。 TEE CN
、 )( ( U) C (U )



しるが 1.3 の 三 概要笠

|
拠 " "徒に"祘

Yj : V2 → R , Y ↳ Yj と おく と

Yj = 4 * ( Yj ) と なる に Lemma 5.1.5 )

Yj E ピ(V2 ) な ので Yj こ ど (Yj ) E ピ(U )
台



⑦ブ I
) ⇒ ) . 心 ) ε 仮定して ) を 示 すす

Prop 1
. より φ z 連続 ( 確認 せる )65

「 tf ε ( ( U 2 ) , φ
* (f ) ε C

《
( U . ) s1 を k = 0 1 .

2

. " につて 帰納法 で 示す

連銷 律 ( Prop 1 . ) ε 用
～

15

ー 囮



e C級閃数 ∞ 級星は 像

na = 1 , Uz = 1
R :

R "場合 を 考えると

以下 は 同値{ : U . →R について

( ) fir U .
上 の (

∞ 級関数( Def3 , 1

. 4 )

" ) firU . a
. s R α ∞ 級写像 (Def

5. 1 .

1 )

← U 上 α c
∞級関全体

注 f . g ε (∞ (O ) について
ー

ー

fg . C∞ ( U )積各点 が
ー∞定数 α積

定義 で { るfg: U → R ."→ fo.g) で

φ ,
4 : U . →

U

. : ∞級写像しいについ en
積 4 . 4各点∵ U

,
→ U., " → φ n ) ') r 一般に 定義できな

? :





section5.tn:0級写像 の 全微分
一一

この節 で は ピ 級写像 の 全微分

を 代数的 に定義 する
。

言え
、

足り ひいり2 E を
2 0

0 も U 品が、
∅ ≠ Ua 私 が

2

Y 、 U , → V2 : ピ級(
au

記号 : TU 、
i U の p における 接 空間さし一民

(pU : U の 4 (p) における 接 空間1



Red : ど : ピ (U ) → ピ( U ) は 中代数準同型
-

し t t.ae ( et. Bop 5.1.2 )

Bop 5.2.1 : 各J t TU 、
について

-

1 g 。 4 * e Ten V2
H int : J e Tp U 、

を 任意 に とる
。

TP ① J 。 ど ピ (V2 ) → R は 線型

② J 。 ど は 4 (p ) における ライプニッツ則 を 満たす
、



全微分 の 定義
Def 5.2.2

td4 )
p
: TU → TenV2

J 宀 プ どしを 4 の p における 全
_

微分 と よぶ

Bop 5.2.3 ( または 単に
"

微分
" )

Ttp : IU 、
→ たが 、 J ↳ プどしは 線型 写像
全微分 は 線型連



" 全微分
"

α イメ ー ジ
T

φ (p ) Uz
TpU ,

① ①→ロ □→

U .

U
2

Uu →Uze
気 線型近似

TpU
,) p
Tuip、 U :



全微令 の 解析的特微付 け :

Th
～
5

.
2 . 4 :以下Uvll:

=

I n…

い lim eum
- φ ( p ) -devll

= ①

ひ→ O llull
( vER

"
'i 4 )

A : T
0
U .

→ Te () U'線型字像にが

lim Ptv
) -φ ( P )-110Av

ひ→ 0 llull
(VER"QG )

をすなら A = d φ () p

そ 正明 σ 験範外 .Section5
: 5 )



sedion5.si/主微分 の 行ぼ
この 節 で は

ピ 級子像 の 全微分 の 例表示 を 行う
、

( 線型写像 )
言え足 : Mi

,
m E を ≥0

-

0 ≠ Ui 私 が ( に し 、
2 )

| 4 : U 、
→ V2 : d 級写像

p EU 、

記J i (dY )p
: TU 、

→ Typ , V2 、

J 1→ J 。 4*

T 4 の p における 全微分



記号
、以下 U 、

C が における

偏 微分 は 前 -

、 誌 の 記号 を 用い
、

UC が2 における| イ 祠 微令 は 京 、

一

、 祛 の 記号 を 用いる .



Cor 4.3.6 よ )

らし誠 、 い、 (前州 は TU の 基底
。

保知、

一

、 (剥と州 は たい心 の 基底
、

皇極 線型豫 (d4 )p : FU → Tip 」 V2 を

し劘魦愾が
_、

帰山が劇と州
について 行列 表示 する

.



4 : U → y
c

1が2

つ( 1一つ ( 4 、 (か) 、
ーー

、 4m (x ) )
と 書く

Red : Bop 5.1.2 る) と E ピ ( U )
-

ししに 1いた )

Def
、
5.3.1 い

ljte)呼業 (p , )
EM (mini R )

にいり2.jl.int 、人を 4 の p における Jacob i 行列 と よぶ



Theorem_5.3.IT : Jacobi 行列 (4 } は

(d4が TU 、
→ TenU (線型写像)

の 表現
_

イ
一、

丁列 with restto

信州が、m and "剥病に

li.mil
、 J = も g (高 )p ( g e R )
J 1

m
と おく と|唎が 烈焠柳 は側

( の ) = 和倒bna



図式

TN 、

断
→ で没

し(訓、
准※ Q | 佯邶が訓娍
が 一
嘶

っしが



EX5.jo?_:n.=2.na=3.U:RUz:R3 と する .

Y : W → R? (かた ) ↳ ( cos っい 、
sin た

、
がた )

4、らいた)
"

と いい
、 名) にいた)

は ピ級写像 ( et. Bop .
5.1.3 ) 。| '"が "×

この とき P における Jacob i 行列 は

(Jy し
談" 影の

ると
前例 割り = [

" R O

。 州
、鄂 (p) 器 (p 1 1



a.az ER を fix.

Thm 5.3.2 より

4人 (
嵎ト

) =

(仙が (京袽
十

az.GR ) ・ しまに ) と 」
a. (詞。 十

いらい (a t a ) (剥哬
市が rhythm

を破るf.
、抑側で"a as R ) )

9、 t 92



Thm 3 2 α 証明 の 準備5

Lemma 3.45 Cor 4 .

5
. 7 0 一部 )

任意s y ε Tesp, U 2についい

l } = Ʃy ( Y ) 剥?eip
ただし YY . :

U
2 →R

.

y → Y :

Proofof45
M 2

Cor 4
.

3
.

6 よリ } = I予然4↓ e( p ) と 書な 意 "( bitR )

し u

)
φ ( p) ( Y ) = 8ik に 注意 する eYが "

-

b . 四



Proof of Than 5.3.2 : j = 1 . ini を 任意 に とる
.

.

|
酗煽が だ"が帰炳

nrrnn

前 ( p )

Lemma 5.3.4 より 以下 を 示せ ば 1分

⑦だいた 、 が高州( Yi ) = 蕡 (P )

に 1
、 い、た を 任意 に とる

、



# が訓州・ ) = 謝」

|
左辺 = 偽が ど州 )

= (訓。
( 竹判 )

= (高 )p ( Yi ) に Lemma 5.1.5 )

= る岩
」
( p ) ニ 右辺 囮

Section5.3G.ES



Seetion5.LI:0級写像 の 合成 と その 微分

一目
、

標 ① 「
ピ級写像 の 合成 は ピ級写像」

し ② 「 合成 の 全徴令 は 全微分 の 合成」

設定 M
, RM3

E を≥0

に 1.2.3 について Ui 私 が

4 : U → U :

0級14 : v2 → is :



目標一① について

選5.4.1 合成写像

し 4 0 4 i U 、
→ U

」
は 級

図式 : U 、
や v2 や v3
LQV)

x 。 4

以下
、
証明 を 紹介 する

.



少し 準備
しか25.4.x

[ 4 ° 4 が こ ど 。 4 *

as C (G ) → C ( U )

賦 : U 、
や v2や U」

(4 。4州)\? 4をか! ↓ f
4*とどけ ) ) IR



Roff5.4.Cl@l4o4MCMUsDCCllUii.e.tf
E ピ (G ) 、 (4 。 4TH ) E ピ ( UI )

f e ピ (G) を 任意 に とる
.| @と附」 。 au 、

ここで Lemma 5.4.2 子 )

(4 0 4 が (f ) = (ど 。 ど ) (f)
こ ど ( 4* (f) )

.



○が
⑦ M 4* けっ ) E ピ(U )

| いま 4 は U級な ので ゾけ ) t ピ (UD

、
4 も ピ級 な ので 4*(4*41) e ピ (U )

岡



目標② について

Real l : 4 0 4 : U → G は ピ級 (け-
Thm )

-

Theorem5.4.SC/誠子像 の 全-

PE U 、 ifix. この と 1

( し 4o4Dj@4kpiMiTpU.T𤇾が

図式 : U や U や U
,

TU ,

断を、µ
世炉だッ」 V3



Roofofi4C@1dl4o4Dp--dYilMpasT.pU
、
→秘が| 心が恥( d ( 4 0 4 )水が (と知。 4)咐 )

as in THY ) (p) G

J E TN 、
を 任意 に とる

、



|
国姚猘で娥磯附 )

(左辺) = y 。 ( 4 。 Y )
*

ン Joy * 。 4 * に Lemma 5.4.2 )

= ( (d4 )p (J ) ) 。 4*

renren.TT
yp) V2

こ (d 4 )
奶
( @ 4 )

p
(J ) )

= ( (d4 )とぱ (d Y )
p
) (J ) = (右辺)

豳



ム 5.4.4 ( け 。

1hrs5
.ぼ

(J 14 。 4 ) )
p
= (J 4知 4 )

p
Thr|面 が

2 ↑ mm

行列 の 積

( 実は これ は 連鐴 )

sedion5.TO



Section , :全微今 の解析的意5

試験運5.2 . 4 (につr )

写像 α 全微分 解析的 な意味Tun 5
.

2
. 4 L )の

の 証明 α アイデアを 紹介 す 小

設定 n ,nat

l
① # U : enRn

"

li = 1 , 2 )

φ : U
.
→ U

.

. : ∞級写像
P ε U .



記号 : dφ
)

p :TpU . →Tup , U . Y
→ Yo

*

φα P における 全微分

! J φ( )
p

= (]( p ) ) : - : n ; j - 1 . ini
φ

op にお 小

Jacobi 行列

Recall : Jφ l
)
p 2 然 な

遥

についの

de( )
"

^ 現行列 で、 → Tap
,
.(

してhm 5
.

3
.

2 )



Thm 5
.

2
.

4 は 以下 α 定現理 から従う :

Theorem , 1: iU ".
ε

1R
l り 1 に ε

R
" 上 の I " u c す ↓ (定義後述 )

M2 XM
1 行列 A にいの 以下 の 条件 ⑪ を 考 える :

条件 :limθ
l り φ (ptv

) - φ ( p ).l VWR" 、soh )
llull

.

縦ベクトルとみなして 小

このとき

行列 JL
)
p は条件 ⑧ を 満たす唯一 のuxu 、 行列

であり

Rema 条件 はルム: いい z のり 方にらな
⑨

L

ここでは Thm しの証明 の 詳細 は 述 べないが55

Remark α 説明 のみ 述 べておく



v. に

椚応 讔熾っ○○ や

気持ち : 4 (Mr ) 4 (p) + (J 4 )、っ ひ
F

111th が十分 小さい とき
、 誤差 が 11 v14 に 比べて

非常 に 小さい



ノルム に 股リ する 準備 i

以下 しばらく
、

V を 実 ベクトル 空間 と する
.

☐た
_

5.5.2 i 子 像 II ・ II : V → R≥ 。 、
v1→ 11011

が V 上 の ノルム で ある と は
、

| 以下 の 三条件 を 満たす こと : 絶対値
o

条件 (i) TEU も 入 ER
.

11 入v11 = IN ' ll v11
。

条件 (I ) 「 ひ
、 WE

V . Hot W ll ≤ 11 v11 t 1( W 11
.

、
床 1も (II ) も ひ eV ・ 3 0 4

,
11 v11 > 0

.



1613.5.5
一、

い 11.11 を V 上 の ノルム と する .

この とき d 、 、 、 、、
: V × V → R 。

(ひ、 w ) 1→ 11 ひ - W 11| は V 上 の 距離 関数 を 定め

t.Df.5.5.4_ill.tl
を V 上 の ノルム と する

、

距離 関数 d 、 、 、 、 、 n 定める V 上 の 位相 をし Q 、 、 、、
と 書く こと に する

、



肘 5.5.5 :

ーー

11.14.11.112 を それぞれ V 上 の ノルム と する 、

11 ・ 11 2 と H ・ ル が 同値 である1町 ヨ
。 a

ns.t.EVEV.CH v4 ≤ 11 v111 E C
'

11 v1に

も
31 ル h on V4 上 の 同値関係

を定める
.

Bop 5.5.6 :

V1この 1 ルーム 11.111 と H ・ Ha が 同値し ⇔ Gn = 0 11 ・ 1に



Theorem_5.5.ie : V を 有限 次元実 ベクトル 空 1間 とする 、

一、

し この とき 任意 の 2 つ の ノルム は 同値
。

( 証明 は そこ まで 難しく ない )

Car 5.5.8 : 有限 次元実ベクトル 空間' において 、

-

し "

ノルム の 誘導 する 位相 "
は 一恋

。

( この 位相 で標準 的 な 位相
"

と よぶこと が 多い )

Remarlyc ! 無限 次元 ベクトル 空間こ に は

し 一般 に は ノルム の 定める 位相 は

無数 に ある
、



Thin 5.5.1 の 後の Remak は 次 の 命題 と Thm 5.5.7 で 説明 され

t.Ip5.5.cl: V
、
W を 実 ベクトル 空間 と する

.

11 . Hi
.

H . H を V 上 の 同値 な ノルム
、

Il ' HI
,

H ・ HY を W 上 の 同値 な ノルム とする
、

また D を Ov の 開近傍 in V と し
、

こうゼロ元
4 : D → W を 写像 と する 。

この とき 以下 は 同値

(I) dim
" 4仏性
闘

= 。

ひ→ 。ii.
ひ→ 。

" 4阿川ピュ 。

(証明は 難しく ない)



なか. 5.1 の 証明 の 中心的 アイデア
ーー

Thm 5.5.7 、 Bop 5.5.9 より

が
、
N の ノルム として

Hull i = max 心 1 ( ve が )
jで、

n、
J

11 W 11 : = max 1 Wi 1 ( WG 1が )
に 1.im浦灬

ピ ノルム Sectionsyj


