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新しい視点
なので

多様体論 の 難所 : D 接空間
③ ピ級写像 と その 微分]

難しい

( もうやった )
地図 同士 の

→ ③ 座標変換
整合性

→
④ 極大 atbs ] ややこしい だけで訓練ある のみ )

い 完全版
"

地図帳



内容 ・ 座標変換の定義

• 座標変換 の 0性

◦ ピ - atks の𪀯



Section 7 1 : 座標変換 の定義
II.生標変換 の 足義淑を 述べる

、

設定
_

: M : 位相空間で
n e を

≥。

| ( 0
,
U
, a ) 、

( O! V
.
t ) e LC (Mi 1が )

記号

TC (Mi 1が) : M の n 次元局所座標系全体の集合



a ( On O
' ) c U c 1が

Open Open

t ( On O
'
) 私 V C 1が に 注意

、

Open

叶 .7in:

"

2枚の 地図 を 見比べる !

Tau : a ( On O
'
) → で ( 0nd )

ii
u ↳ で (びしひ ) )が"を ( O

. U . a ) から ( 0, V. び ) へ の 座標変換 という
.
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巨× 7 .
1
.

一、

2 : n = 2 と する
.

0 i = 1 つ( E 5 1 を 3 つ 04

U i = 1 ue しかし だび く 11 てい ( 0, U , U ) E LC( 5 ; 1か )
に 1

4 : O → U
,
x 1→ (かた ) し け 、

Ex 6.2.3 )

( び : U → 0 , U 1→ (mm
、 J いび )が灬灬V : = l ve 11221 Eric ll → ( 0

.
V
,
u ) EL( 15; 1か )

に1

V : O
'
→ V , x 1→ (つい 、

つ(3 )

( ビ : V → O
'

,

v1→ ( u
, III , n ) )



a ( On O
'

) で- On O
' せつ じ( On O

'

)
11 11 11

hが51 た 〉0.x。 >0 4 4 0EV1 た >0 {

だ
" '

n
Open ジ"
Y T.ua ^

が1" u t.net び(du ) )
しか

11

( a 、 私 )

を しだしひっ) く 1
※

11

( U 、 小 びた )



「殩騊I
・

・嚚劘瀰ごだが



よく 使う 命題 を い つ く か 述べて おく 。

五 自分自身

阿7.tn た ( 0
,
U
,
a ) から し0.0.4 ) へ の 座標変換

Tau : 4 ( 0 ) → m (0 ) は 恒等子像
4趾

( 0.0.4 ) から ( 0. V. で ) へ の座標変換

T.ae : a ( On O' ) → で( On O
' )

と ( O
'

.
V
. で) から し 0.U.lu ) へ の座標変換

T.ua : で ( On O
'

) → を (On O ' )l
恥 に鵜像



Prop 1
.

5 . : ( O : . U

. . * ; ) LC( U ;
R " ) i = 1.2

このと Ʃ 各 µε ψ , ( O . O 2 ^ 0 ) につい

l
Taim , ( a )= Tµ . µ(τ盛

。. 0 . )

.

n



Section7.tn:1生標変換 の ピ性
ーー

設定 : M : 位相空間で
n e を

≥。

-

しし 0.U.ae ) 、
10

. V . t ) e LC (Mi 1が )

記号 Tu ! (0.U.lu ) から ( 0. V. で ) へ の 座標変換
-

し Tm : 心
、
V
. 0) から 10 、 U 、 a ) へ の 座標変換



Q : 座標変換
-_-

がf Open UOpen

T.ru : a ( On O
'

) → 0 ( 0nd )

Tim : び ( On O
'

) → a ( On O' )

融 然|
は 共に 0 級写像 か ?

A ! No !
T



区 7.2.1
_

:

YMM ここ 1 の t しか し た = が 4 C 1か
とする

。 /
ーた

O に M

U : = R つや ( 0
, U , U ) e LC (Mi R )

h : O → U 、
x 1→ 所 (同相 )| www.u.mnO

'
: = M

V : こ R -D ( 0
,

'

V
.
t ) E LC (MiB )

で O
'
→ V

.
の ↳ た ( 同相 )

( じ : V → 0
,
v1→じ、

v) )



この とき

On O
'
= M

.
a (On O

'

) = R . V10 nd ) = R
かつ

Tu : R → R
.
u ↳ でしだいに で

T.nu : R → R
,
v1→ a (びとひ)に でIyピ綛咖

( 原点 で 微分不可能 )



注 :

"

ψ : O → U はC ∞ 級 ? "
と

. う 肉 は

まてだ 意味 を 持 たない !
い I α ε : }

い

( C∞級写像などんな写像に 対 して )定義 される 念、

( A . Section 5 )



講義全体 を通じた キーポイント :

座標変換 が ピ級影一家だと うれしい !!

も
Section 8 で 説明する

。



EX
,
2 . :E × 1.σ設772 7

ひ
u ( Ono
'

) On 0
'

-
u

→ び ( On 0 ' )

い リ い

{ x δ= 1 o 1 , 70 . x370 と 1UER uitui '
l{ . ～ h a pfcic

.
' sv

.

, o }1 ropen
U 2

3 0
1R 3 の 開集合 ではない

ropen

Twψ " U ( OnO) → ① lono' ) ,U → lu , ↓ d-
u

/
座標変換

Tww : U ( 0 n 0' ) → µ ( 0 n0
)

.vi → tvt )

はどちらも C
∞級

( cf .

E× 3
.

2
. 4

, Prop 13 :定義域 に注意 )5
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が

Sect.in?2 終○



Section7.SC?atlas__
この 節 で は ピ-Has (地図帳 ) を 定義 する

、

設定 : M : 位相空間さ
T n e を

≥。

記号 : LC (Mi 1が ) : M の n 次元局所座標系
-

し 全体 の 集合



Det
.⑪ n次元

ん
A 0
cLe (U ; R

"

) が (M の

ゃdef
地回帳 ←) O UO

= M

かつや ( O
. , U
,µ ) oAo

M のすべての
「
( o

,
U

.

µ ), toivi) tAo
地点 をカバ ー

座標変換1地図同士 の

ー
マ

u → µ / µ' ( u ) )
Tnw : µ ( OnO) → ULOno ' )

整合性 がとれてる は C
∞級写像



Ex : M ε t = 、
7.3 .

2

S
"

, = { xε 1 RneYƩ x . i= I ^

"と

C Rhtt

of : = 3 xts ^ lio( k1
各 = 1 . …

,nl に7K

「 = 1 とす

UT : = {utRII ^
y UI

i = 1

UT : o → U
'

sx
i → tx ..xk -, xkt, ,xnti

) “

( u). Ut → ot , ui →tu ., U. 」

ur
.
" unl) ←

( OK UK UE ) ELC (SYRYCおくと



まで : k = 1 .

…

., ne ;各 つい

U- : = 3UtRII学
「

-

= 1

4: 0 - →
U .

"→lx.. xk- ,xai, ",xne) c

( ( U)∵U - → 0 .u → lu .…, u - 感u .. un) “

( OK ,UK . Uc ) LC (sRELcと1
0. = I x ε s

' lcc < 0
}

U { tOK ,
UK

.

,

Uc) l k = 1 . iue 1 Y
A 0

: = 3 CE
.

UiT , ψ E ) IK =L . " /

laim

C LC ( S
"

; R
*)

F δ "
上
α o - atlas である



イメージ : みこ 1 の 場合の UI

。 OI 。

ド たが 1f n

Oil
ai

。_ 。 Ui



① について : U O c S
"

は 明らか
(0
. UM) EA。

以下 を 示せ ば よい

⑦ V0 > J
(0

.UM) EA。し I.e.tn E S
"

、

ヨ ( 0 , U , H ) E A。 .
を E O州が いでがい げ灬涁が。

に し

た > 0 の とき か E だ く ( Oi 、 UI 、 vi) Et )
なく 0 の とき の E 0を し (Oi

, UI , Mi ) EA )

( 証明終 )



2○ について i

⑦ V0 , U , a ) 、
V10'

.
V
.
で ) E A 。

| Twin ( On O' ) → v1 (On O
'

) は ピ級豫I ( O . U . 4 ) 、
( O
'

,
V , W ) E A 。

を 任意 に とる
、

( O
. U , a ) = ( O

'

. V . 0 ) の 場合は

座標変換 T.am:4 (0 ) → a (0 )
は 恒等写像 (け、 Rop7.1.2 ) となり 、

特に ピ級写像



(0 . U .
a ) も ( O! に び) の 場合 を 考え

t.K.kz
こ し 、

・ ・

、
Ut l , Ei

,
C = tar - と し 、

H "が 㛏ば"蜊
(0

.
V
.
V ) = ( OE

,
W , t )

と おく
、

K = Ka の 場合 は On O
'
= 0 と なる

。

特に T.am:0 → 0 は 級 な ので OK
、

K 、 キ Ka の 場合 のみ 考えれ ば お .



Case I : K < Ka の とき
記号 の 乱用

定義 に従って 計算 する と E れ
○ n 0 = { x ES" / E、 つ(k, > 0, E2も《z > 0 と

←注意

a ( On O
'

) = Rue R" l Ei l
,

EU > 04
に し

ひし ( On0 ) = 1 VER" | もげ < 1
, Eiを、

> 04
に 1

逆な像 の 形 に 注意 し て 計算する と|恥 毗州心U 1→ ( UI
、 い、 Uk 、、 、 、

と小選、
UK、 、

一 ・ UKで2 、
UKa . i Un )

これ は ピ級写像 ( cf Pmp 5.1.3 & Ex 3.2.4 )



Case 2 : k 〉 Ka の とき

定義 に従って 計算 する と

○ n O
'
= { x ES" し たが、

> 0
,
ENk、

> 0 と

U ( On O
'

) = 1 ne 1が 1 だだい
、
Ellis > 04に (

地 ( Ond ) = 1 0 E 1が 1 も だい 、 El と、
て 04

に 1
で 注意逆子像 の 形 に 注意 し て 計算する とITu : a (Ond ) → で(on O

'

)

U 1→ ( UI 、 ・・

、 U1st 、 that 、

一 - Uk
、
、 、 、
た小連. Mai . Un )

これ は 級写像 (f . Bop 5.1.32 Ex 3.2.4 )

と杣 7.3 終の 囮


