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Section8 . σC∞級関数局座標系上

設定 : M : 位相空間
,

µε 4: 0

( 0
,

U
,
x ) " : M 上 α n次元局所座標系

(
ie .

ocu

1open

UCR
"

open

記号 : C (M ) : = 3 JM → R 1連続 { U : O→ U : 同相

各 U C R"につて
open

C∞(U ) : = { hU → RIC∞ 級 C C ( U )

注
⑪

colu)
"

agだ定義れていな超⑨



Def 8. 1各 関数f : M → R にい

f
µ
i = )* (f 1 )ca: U → R

なり fµ= fo µ: U → R

( u → f ( nn、 . ) )
…)。

↑

11
o

上 α 関数o 10
↳

を 地図 □ 上 で dµ T µ
- l R

みてる
α
fu

ー

-…

、
0 ?fu
:



Def 8 .
1

. 2 : fが ( 0
.
U , µ ) 上CO

級 M→ R

* fu ε Co (U )
def
min



EX上3 S : = { x ε Rl yCIRi = .7a xctt: = ,
:

O : = 3 cts 1 x 70 {
cSopen

U : = (- 11 ) CRl
open

U : O → U , xi
→

x .

( µ, U → 0, ui →( u, 」 i
-

)

EX 6
.
2
.
)は S α 次元局所座標系 ()I

f : s → 1R
.
つい→

x
とについ 行 える



このとえ

fµ : U → R
,
ul→ f () " ( u ) )µ

い
n open
R flu ,

ti- )
い

ず胃い 欲い 1 -u
ー

従て

ふ
fµ ir U に c

∞ 級( な̂ τ (E×324) -( -1. 1 )

f i σ (
0
,

U
, µ ) 上

C∞級

重要 ⑦ : f : →ψ は Cox? " zまだ意味
「

.
ias

x 1⇒ (2
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Section 8
.
1 終わり



Section 8 . :Co aflas 上 α ∞級関数2

設定 : M : 位相空間
,

µε 4: 0

A0 C LC (M : R
" ) : M 上 α n 次え CD-atlas

記号 : C (M ) : = 3 JM → R 1連続 {

各 U C R"につて
open

C∞(U ) : = { hU → RIC∞ 級 C C ( U )

注
⑪

colu)
"

agだ定義れていな超⑨



Def 8
.
2 . 1 : f がAo 上CD級MJM-→ R

関数

F(0
. U .µ ) ε to ,

fu ε Co (U )



EX 5 . 22 :

S : = { xtR t yCRi :nッ itxz = 1
マ

EX 7 .3 .

2 で 構成 した

CDにえatlasto= { U .Ut. ψ k) lk = 1 , 2 }

in U { tOk , UK . c ) l k = 1 .2 と
4枚の地図からな 2

aflas
を 考える

f : s → R
:いて 考 える 。

x .) x 2



claim f は A0 上 C
∞級' s'

;

⑪ f は ( OK .U .ψ K ) 上C ∞ 級t}Ψc ε

L ie . fuic εCo ( Uc ) ( t ε= I )tk = 1 ,2

算すると
cE
,
k ) i
…
…

Tµc : Uc → R

(+ , " ) : fut : (- 11 ) → R ,

Ui→ U

( + ,
2 ) すµƩ : (- , / ) → R ,

µ →」

( - 1 ) ! fui : ( 1
.
1 ) → R ,

U → U

ー

( , 2 ) fuz : (-1 . 1 ) →
R ,U io-

となり ,これらはいずれも ∞ @



注 : 一 敗般 にはA 0 はと 7 つもなしたエん 地図 を持で 小

こともあり 得 る ( Section 9 で 評 にみる )

以下の i γ便利定理 (後で使う ) :

関数
Thm √82 ] : について以下 は同値M→ R

i , ft A 上 cO 級(Af t io . u. µ )t'
tucc'iui

)

@

( ) tPEM ,

a
( 0
,
U
.
x ) ε A 。

with p ε O a) Tµ ε CoCo )
"fou

座標変換 が ∞ 級像である : ε が 効 てγ !



Tha 8
.

2
.

} σ 証明 α 望備
以下 を 思 出 してお … { Uac

U : open (oλ )
,

Thm UCRF2
.

4
O UY = 0

open
の 意味とほす

Uと λ an:
U α 開被覆 c する

について以下 は同通関数h O → R

① h ε C∞ (U )

i

② hlox ε Co (U; ) t λEAL )



ProofofThm 8
.
2 . 3 : ) ⇒ ) : easy

) ⇒ ( ) ε ふす。 心 ) ε 仮定する ) をふす

σ ( 0 ,
U
.
x ) t Ao ε c 2 .

⑧ fµ ε Co ( U )

いま ( ) そ 仮定してる α
で

各 p ε に xて( Op, Up . i ) ε A。 であ0

PEO , ε CCU )P 4 I22ものがとれる αでと 2fup



ここで 各
P ε O について

と
p ε 0

は U α 開被覆 /* ( onop){

Thn a り以下 ε示 c は224

tp ε 0 ,
ful
µcono>

ε CO ( µ (onop ) )

tp ε O E E .



( O' , V , W ) : = (Op ,Up .Up ) ca .

fulucon
0,

ε Co (µ lono" )

( O. I ,
U

.
x) ,

(
O ', V , µ ) ε A。

なので

座標変換 CR
"

τww
" ψ( o ^ o '

)

→ ψ (Ono ') open

'

R
"

open
は C

∞級字象
u * *

'

v( (u ) )



tu ε co( v ) (fup -
cotiop

)で

より

oponfulu(on 0, ← C
∞ ( µ (ono) ) (

:

W (ONO
'
) C U )

Prop 2 . 1.5

まで :定義 より

f
µ 1 µ (o . 0,

= τµ*
( f µ( ×( ono, ) ( 許細略 ) ~
m

CD
となる α で

fµ lucono' , ε co ( µ ( ono' ) )
匠



メモ
:

次 も 成 り 立 つ

Prop f . 2 . 55

T : M → R が (M
, Ao ) 上 ∞級のの関数

f 日 速続

Section 8
.

2

終



Section 8. : C∞ .atlas 上 αCo級関数 a なす Rで 数

設定 : M : 位相空間
,

µε 4: 0

A0 C LC (MiR
" ) : M 上 α n 次元 C-atlas



Def f . :co (M;Ao ) : = {fε cu ) I fia Aot* 級 )

とおと

⑤ 重要
Thm 8 . :

C ∞( M ;Ao ) はC( M ) の部鈴 R代数32

特 に C
∞ (M ; to ) は R で T



Thm の 証明 α 9 : の

32

( V. . ) .(V . - ) :R代数Pp8. 3
W C V2 : 部/齢 R代数

φ : V . → V
. : R代数斐同型 τ す

こ α とえ

4
"
( W ) a V . の部 P? Rhで 数



Lem 8 . : 各 (
0
,

U
, µ ) ←Ao に7354

4
剝

" C(M ) → C ( U ) は Rsで数準同型
f 2 fu

Thm δ
,Proof of 3
.2

8 . .LemopJ3 . 4

2
.
2 .2Pop

,

Pop 2 .

2
.

4

Section 8 .3
Cor

3

.
3

.
3

を 使 う (診許細 略 ) 終


