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Section (0 .
1 : いウスドルフ 空間

設定 : × : 位相空間

pef( o.
1
. 1 . :

X

c 1- ハウスドルフ

tx . φ ε X with xty ,

ヨ
Ux

, Uy st . Un irx n open nbd
imX

{ Uy はと α open nhd

Uxn Uy = ①
.



次 の 性 質 が 大事

Prop( 0
.
1

. 2 : X :ハウスドル ) ε する

CO cX : compact .

C は closed inX
.

《使う 反

Prop to . 1 . 3 : X : いウスドルフ

AcX : subset
.

A は不相対位不相 についていうスドルフ



Section 10. 2 :
C
∞ 級多ン

UE 420 とする .

Def 10 .2 . 1 : ( M
, A ) が n次元

C
∞級多体 ∞ n -mfd

可微分多称、体 differentiable
滑らr、 な多作 smooth

def
µr. "ウスドルフ

( Section [0 . } の 最後に

)なぜいウスドルフ ε 課す1

A は 極 スo -
aflasonMn次元

を 説明 します

Rem M σ 第二可算 (ie阿算岡基
)

" :要請 する : も 多

L □
この 条件 は 積令論 には 必要
"



EX 10
.
2 .
2 は 意 。σ n t み :。につ空合

nc∞. nfd ( with A =① )

EX 10
.
23 : U C R

"

につて

open

A 。
: = } ( U . U , idv ) とは n 次元 Co- atlas

.

特 に ( U
,
[A。 3 ) irCon -med

.

また CO( U : [A。} ) = ∞ (U : Ao ) = Co(O )
.



EX 10 .
2
.
4 , su : = 1 x ε Rnel llxl= 19 C Rnt1

について

A。 そ E× 7 . 3 . 2 で 構 成 し T : Co - atlascI る

このとな

( S
"

, Eto} ) izco
n -mfd

A
完全版

注 :

Bo そ F× 9 , 1 . 8 で 構成し 7 : C ∞
- atlea」 とすると .

[A。 ] = { B0 ] でな α で

( δ
"

,
[A03 ) = ( S

"

,
[ B。 ] )

F D

C∞ n-md とて 同 じも α



EX 10 . 2
.

5

M = { x = (x.2) ε R21 ez
= xs } CRで

について A0 = { (M , R , µµ→ R , x
→ x . ) }

.

ε CD-aflas (MiR )

BOF { ( M , R , W . M→K ,1 →2 ) Y

( M ,
[A 。 J ) ε ( M ,

( B。J ) はそれぞれCo
- I - ntd

特 に

注 : [A0 ] キ [ B 。 ] な αで

(M
.
[A。 } ) も (M . [ B。J )

( ただ ( 両者 は
“微令同相

”

ではある )
後で def す 小



EX 10 .
2
.
6 :

D : = { ( = (x .っ( . ) εRC x. = 0I orxz 209 c

x ε する
([2 = 0

θ : Dia Co - mld ?

A : No !

Pop10. 2
. 7 : tn ε 4:0 .

(証明 は
尹 CO . U , µ ) ε LC ( D; R

" ) uith ( 0 o )¢

試験運四外 )
mx D iaC - atdes 2 持たな …



Section l0 . 3 :開部分多体 球式験範国ト

M ε 420 と 32
.

Thm (0
.

3
.

: (µ , A ) : COn - mtd1
とす

Λ cM : open

このとそ

Ar := } ( on 0 .
µ ( o ^2) , * lonr " O ^2→µ(o^r ) ) 1

( 0 . U , x ) EA {

EIc と ( 2
,
A2 ) ia C - n - med .

～

開鈴体(opensabmanitola )
Hint : Prop 6

.
2 .4 )



EX 10
.
32

( S' ,[A 0 J )IZC ∞ 2 -mfd

2 "= { e ε 81 - icxs czl c s
'

op.
2 IcE

( 2,Ar) も CD
.
- 2 - med

82

点( \ \ (( / /( 1 / / ) ^



Thm (0
.
3
.

: MiA) : C ∞o - n -mfds

{R×と λεA : M α 開被覆 εする

関数 f . µ→ 1R (連続性課さな 、 ) にいて 以下 12 同値

iI ) f εco( µ it )

@

) t λ aA
,
flrx ε Co (rsAr, )

E
M のハウスドルフ 性 は 使わない



準備 :

( 0 . 3 .
4 ( M

,
A ) : C∞ - n -medProp

RCM
open

f ε c
∞ (µ ;A ) につい

flo ε Colr ; tr )

Pmof : f ε c(µ ) aり flr ε C(2 ) .

t ( 0 , U , ψ ) tA ε fix ⑪ flu ( o ^ r ) ε coly (o ^n
) )

いま fµ ε C
∞ ( U ) であり

,
µ ( o^2 ) (Oopen より

f
µ(o^

) =µ luco ^n, ε C∞ (µ (onn) ) 肉



ProofofThn( o. 3 . : I) ⇒) .Z Pop 10. J . 4 か 5 従う

( ) ⇒ ( ) ε ふす

) を 仮定する ) を 示 そう

示I f ε c (u

示 2 τ ( 0 . U , 4 ) ε A

.
f

µ εcoloθ

示い : ついて " I t λε
A

, flax ε cn: ;As ) icr)

{ ～; (λ (は M α 開被覆なので

2り fo C (M )演習問題 7 \
…



ぶ 2 についで①
t ( O , O , µ ) A ε fix

⑧ fµ t C∞ (U )

α り 以下 ε ば τ hm
8.2.

4

⑧ tu . U .
aUu : un open nbd

in U st
.

L fuluu ε Co (Uu )

tUEU rfix
.

I o ^*と λ は ① α 開被覆 なので

{ µ ( o ^ r;) { λ z ひ α 関被覆



U ≤ ψ ( o^^λ ) ε なる λ ε を fix

Uu = µ cona λ ) chc .

: αe fulun = fulor
,

← C∞ ( µ ( o^R×)) = cotUn )

岡



Section 10
.
4 : ハウスドルフ 性 にい ～試験範国ト

主 の 定義 におてC∞-mld

なぜ µ :いウスドルフ
"

といた ?

目 : 次 の 定理 で 欲 い 、 から



Thm 10 . 4 . 1 ( M .
) : co

-
n . - mtd . Thm 3 .

2
. 6 の部分的

PER C M C Y証明、は試験範国外= 一般化
open

Section (0 .5へ このとえ

ab ε c∞ (u ) st . pE
楽
cr at .blx

)=1
t

Ip
open

cut- off 関数 {
p ε
a

Gosedlstpp
C 2 つDp

b (x) = 0 ( txεM . Dp



イメー -
ジ

R

X1

(品̂
" "

M
)

Dp α外 では θ



Thm 10 .
4

.
1 の 系

⑪
Thm (o . 4 . 2 (∞級閃数 の 延長定理 ) h ε C

∞ (2 ) について

( M .
A ) : C

∞
- n . mtd .

P のよわり α 様子 そ0保ったまま

PER C M 232
. M 上 のぐ ∞級閃数 に

open 延長でそる !

このと
王

aRpt pen" t. '

(
thacolo ; to )

P
a^ε c∞ (Mit )
s. t . hlrp = ilep

証明 は 試験範外
( Section /0 .

5 ^ )



Thm (o . の 帰結 として 次 も 成 り 立 つ :
4
.
1

Thm l0 . : µ : 、ウスドル 7 位相空間4.3

A
,
B : 極ス C

∞
-atlesn次元 onU

について 以下 = 条件 σ 同値の

i( ) A = B

心

) Co (M ; A ) = CO(U , B )



Section 10
.

5 . Thn (0
. 4 . L α証明Ta (04. 2

試験範国外
Thm ( 0 . 4 . l ( M .

A ) : co - n . mtd(再掲 )

PER CMopen c する
.

このとえ

ab ε c∞ (U ) st . pEa cr at.blx) =
1 RP

open{
p ε
a

cMstDp
closed

CRDp
b (x ) = 0 (txε M .Pp



Lemma 10 .
5

.

1

M . :位相空間
A : 極下 n 次えCo- atles

( O , U , ψ ) tA

とす 小
RcM

open

この 2え ( O ^r .

µ ( onr ) , µ lon.)

EA

Hint Prop 6 .

2.
4

,[ A ] :A ( : Thn 91 o ) )



Proof of Thm l0 . 4 . 1 :

Lemma lo . 5 . 1a り ( 0 . U . ψ ) ε A であて

PEO かつ OC R とItt も αi εれる α で c 2

U (P )
ε U Epen Rn

なので

Ur ( µ(p ) ) c
O rrt rzo が ε れる αで ε 小

n

す utR
" f u - cpl 1pcry



Thm 32 .
6 a り ε CO (R

" )んであて

he = Ifau - usph11cg
'

r

h (u ) = 0 if Hu -µ(p )ll 7r

ε なγものがとれるので ε 2 .

ここで b : M → ψ , x→ {
h (n" ) if c ^ o

とす、 とσ if x ¢ θ

まに Rp ÷ µ
' ( U'go( µ(p

) ) )
s

Oopen EpenR ε sz
,

Dppa . = µ
" ( { µ cR" I "u - p)l1 ≤ sr 9 ) COCr

とみと



い
示

I µ E RI Uu - U (p) ll ≤ ; ' rSは F:パ Iト (∵ ハイネ ー ボレル )

J り DP もコンパ T ト .

M A ハウスドル 7 な α で DicMlosed [ ∵ a1)
n

⑪ b ε C
∞ (µ ;t )

⑪ b (x ) = I if x ε Rp

⑪ b (x) = 0 if x ¢ Dp

⑪ と⑪ は b の 定義 から全る 、



⑧ b ← C
∞(MA )

I O '. = M .DpenU
chcr

{ 0
,

O
' とは µ α 開被覆 (∵ Dpco )

Thm (0 .
3 . }より以下 を 和 ∂τ/ :

blo ε co(o : to )⑪

⑪ b 10, ε COlo
'
; Ao' )

⑪ γ b () = 0 if x εθ から 縦う



変 bl 0 ε co (oito )

( 0 .
U
,
ψ ) εA0 と Ihm 8.2 . 3より以下 をふさぱ十今

⑧ blo) µ ε Co(U )

b の 定義 よりb) µ =hl 0 ε
C ∞ ( U
)



Thm (0 . 4 . 2 (∞級閃数 の 延長定理 : 再掲 )

( M .
A ) : Co - n . mfd .

PER cMopen c す 2 .

このとえ
ョ

Apa cn st . th ε colrito )
P
open 1 ョε c ∞(M ; A )

s. t .

hlrp = ilop



Proof of Th10. 4 . 2

Tho 10
.
4 . 1 σ bεc∞ (Mit ), Rp,

Dp ε f × てお

th ε C ∞( ) ,
a

h ^εCoLRitrMit )

L st . hlop = hirp

th ε C
∞ (2 ; Aa ) chc .

b (x ) . h (x ) if xcR
E
^

: M → R
,
x i→ {

0 itxer

この cI hlrp = hlrp τ 7な 2 ことは 定義 から今かる



⑧ L ε .
o(µ :t )

いま R' . µ . Dp と 2 c と

3 r .R
' と A M の 開被覆 ( PocM

:

cppcn" )
P

Thm (o .
3

. 3より以下 を 示 さい …

l 0 ε co
(r ;Ar )

⑩ lcε colri te
)

⑪ は ( () = 0 ifxtf '81 今 aる
.



⑧ (2 ε c
∞ (2 :Aa )

ε
CO (rito )

定義 J り lr = ble) h εcolrit )
n

~

∞(r :tr )
( ∵ ;Pop/ 0 . 7 . 4

)@



M がハウスドルフでな Tam (o
.
4

. l に 反例 があ小場合には

E× 10 . 2 (病的 な非ハウスドル 7 な列 )5

U . Lx , I ) lxsUICx .-" lp {
cRcaic.

M 上 の 同値 関係 ～ ε 以下 で定める

( x .
ε ) ～ (Y , ε

1 )

x E = E
x
,x =

Y

Or

1 (E . ε) = (い- )かつ x 0
かつと = P

or

( ε
.
E' ) :(- 1 1 )x) Y 40 p) x = Y

3

商空間 M =
/~にいて 考える



イメ ー ジ

!…→
⑤

凹

⑧

M は 非 いうスドル ) ( o
.)[ ] ε [ L 0- 1 ) ]注 : ( 令離でえなは開近僧で 1

O := M 1 tco.- 1 )} y OC . = M.Cco) Y

U : =RR V : = R

µ : θ→ U . (cx . )]x w :
O '

→

V ,
[
lx.- 1 )} i→ x

とお c と A 0
: = { ( 0 , U , µ ) , (O ' √ , ψ ) とir 1にえ C- atles

on lM
.



[ A0 J : A0 の 定 め 2 極ス (えC -atdesonM c 3 ∂ .

このとを (M,o} ) は Im (o. 4 . 1の 主張εさな部分

際,p = [ [ 0,17 ]:

R : = O = M . {E - 1 )] } ε 3 ∂ E .

p ε ppClosedM s
,

ppcr "
2

H2 Dp は 存在 しない

(∵ 1 点集合 ( p との 閉包 in M が

{ p , CCo .
-) ] と 4 R )

この 例 では Thm 1o .
4

. 2 も成立 してる (許細略 )



Section (0 .
6 : Thm (0

.
4

.

の 証明 試験範国外S

Thm lo . µ : ウスドル7位相空間4. 1再 13

A , B :極 スC ∞-atlesn 次nM

について 以下 = 条件 σ 同値の

ic ) A = B

心

い C
∞ (M ; A ) = CO(U , B )



てhm (o. 4 .の 証明の 準備s

Prop( o
.

6
. 1 :(

M , A ) :Co - n -mld .

( 0
,
U
,
4 ) εt .

c∞ ( O : to ) colU )→ は 1 Rhで数同:

f (→ fu

Hint : ( O
,
U
,
ψ ) t to ay 4 ia well -defined .

定義 より 単射
Thm 8

.
3
.

3 よ1 全射
R - als hom であること t easy



Thm (o
.
4

.

- 次言 える∠ と Pop 106 . 1 x
:

cov 1o .6 .:
l

µ A ) co - n .mfd

( 0
,
U
,
x ) ε A とす 2

tut U
, aUuuθ
s .t .

open

th ε C∞ (U )
,

ヨ E ε CO ( µ :A )

s. t .ilo
.

= hlou



Proof of Thm 10 . 4
.

3

(( ) ⇒ ) r 定義より明 らか.

) ⇒ ( ) を 示 す

( ) そ 仮定 する . 心 ) ε ふす

Ac B をふそう

B は 極スなので [ B ] = B に 注悪

⑪ ( 0 ,
U
,

ψ
) ε A , (OU ,

µ ) E [ BJ



σ
( 0 , U , x ) ε A ε ct

.

⑧ ( 0 , U , µ ) ← BI

ie. θ (oiv , □ ) ε B .

Twい .Tuu :
C∞級写象

t CO'V ,
ψ ) EB E と 2

.

⑧ τuw , τoµ : Co級写像



TwW ∵ ψ (o ^o ' ) → ψ(o ^ 0) が

⑳ τwn ∝

について⑪ th ε C
∞

(( o ^ 0 ') ] ε c 2
.

⑪ τww *
h ) ε CD

( µ( o ^ o ') )

Thu 8 .
2

. 4より 次 をふせ∂ " τ
s

Itu ε µ ( o . o '
)

, ut OuGpenucono '
)

Twt( h ) lUu ε C∞ ( Uu )



tu ε ψ (on0
' ) c U rc 2

.

open

v : = τww ( u ) ← ひ ( o ^ o
'

) cVopen ca .

ま ( 0 n 0, ψ ( o ^ o) , * (o^0) ε B

( Lem (o . 5 . 1
)

に 注意してCor( 0 . 6 . ε .J

Vavε c w (ono) , hoCo( u ; B ) であて

open

ん lv
0

= hn 'on 0 .( vnと Z るも αaicd ので
E 2

.



Uuc
u

" = τ
wn

'(Va ) c ψ cono'Sopen cac .

⑧ τ花µ ( h ) lUn ε c∞ lUu )
.

"( ) の 仮定 より

C ∞ (M ; B ) = c ∞ ( Mit) .

特 に ( 0 n 0, µ ( o ^ 0) , µ (on0 , ) ft t
り

(PLen [o .5 . 1 )
公 ε C

∞ ( µ ( o ^ no ' ) ) でありUlonos



Lnlono lou t Co (Ua ) ε 得小

定義 から んτt() ( U 。= nloo. (onなるので
@

U
「
ε On に x. 7
.

( てび( h ) (u) = h (Twwlu) )
～

ε Vv
= hvlono ) (Twi (u) )
= 公Twn(u)) ()

= ん ( *̂( uµ' ) ) =[ µ
lo.
(u' ) )



んび( ) / U , ε C∞ ( U. )

これで

[µψ : ψ( o ^ o ') → π ( On 0
'

) が∞⑪級

がふされた

⑪ τwψ α (
∞性 も 同称 に 示せる

D AC B が示 され

BC A も同 @


