
Section 13 : 接空間

Co - mfd の 各点 におて 接空間を 定義 する

Par5: 多孫体 上 α 微令論
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ection 14 : CD級子像s

Section [5 : 写像 の 微微令

Section (6 : 正則部分 外様体
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Section (} : 接空間 の 定義
1

設定 : n ε 4 :0

M = (M . A ) : C∞ . n -mld
M

以降 省略する : とが 対 …
PEM

記号 :

CO (M ) = C∞ (M ;A ) : = { t ε c(µ ) frAFO級 (

以降省略する : と 5 対 …

F
Rsで数 ( ∵ Thm 8 . )2 )
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] A 線型
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(M α P におな tf.ga Cou
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接空間 J は P にお? ∂ ライプニッツ 則 ε満にす
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TpM の 元 を M a p におな 接 ベクトル ” と

Prop13 .

1 . 2:TPM は ∠Cc(µ )
,
R ) α 線型部全空間 、
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.

2 . 座標基底

設定 :

M ε 4 :0

M = (M , A ) : C∞ . n .mld

PEM

( OU
,
ψ ) ε A with pE θ
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R
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: = lim fu (u

µsp ) thei ) -fµ(P
記号 、 乱用 h→0 h

地図 ( O , U . µ ) 上 で とおく
、

le .
… en は

偏3第二 1R "^標聖底 )

Prop 12 . 22 : 歳 Ip ←TPMLi = 1 . ". n )

Thm [] 2
.

3 : ) pと i =1. " nはTPMα 基底
D

証明 は 試験範外国 座標基底PM α ( 0 .0µ )にの
～

(Section / 3 .4 ) も 独自 用語
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Section 13. 座標基底 の 基底変換S

設定 :

M ε 420

M = (M , A ) : C∞. n .mld

PEM

( O . U ,ψ )
ε t with p 0 '

v ,w.
0

copen R
"

c
RMopen

Recall : Tww : µ ( o^ O
'

) → ひ (on 0
'

) : Co級
4

w(p )



Thm 13
.
3 . 1 :(証明 は試験範国外: Section13. ^ )

7

ε
M (niIR )

Jacobi 行列 JI() µp):
= 嗟 (*P)( )

inj=1 n

は TpM α 基底

(;= …
ッ(歳。) 。

…
ッ への 変換行列

ie
. y = Tp µ が J = I a -Ʃ b歳: ∴^

.

) 。 (DcR )
i= 1

と書 いたとさ

()Jn
'n.=()
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3
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µ
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'

.

TpS
2
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。
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SVER
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.
4 : 接 ベクトルの 局所性 試験範国外

設定 : M ε 420

M = (M , A ) : C∞ n . mld

PEM

Thm 1 }
.
4

.
1

り ε TpM f.k ε colu ) s
,

ptar ch st . f. ln =ly
"

caatac } .

open
( p σ まわりで (等 )

こ αεそり (け. ) = y した )



Proof of Thn 12 . 4 .
1 :

: f. - た εC ∞( M ) c
お

sg

⑧Yl )

PER EpenM で1 r ≡ 0 cI 2 ∂ も α cdt α で c2g
黛

しけた α 設定より )

: R → R , x →I 43 aE h ε Co( 2)'h

Thm (o . 4 . 1 F り bε C∞( M ) ,PaRpene , PEPpMdosed であて
b (x ) = if xcrpl

{ DpC 2 a, b (x ) = 0 if xe pp

となるものがこれる α でと 2
.



: µ→ 1R
,
x 1→ I . εcolu )cabix"

φ ( p ) = 0 ε ψ (x ) = 1 if x ¢ r に 注意

⑨

特に g - 4 = g onM , .

xer のとそ

g . 4( ) (x ) = g (x )
. φ () = 0(

x ¢ 2 α 23

"
。

=g(x )

g ( )( ゝ )=gix ).φ
(71 )= g)
～

I従て J φ) = ylg.4 )

: Y (g ) . 4 (p ) + g (p ) . Y (4 ) = 0
函

i 0 o



Section (3 . 5 : 開部 に対体 の 接空間

設定 : (Mity) : Co
- n - med .

2 EpenUp

も open submtd とみなす 、

ゴ ー しい
:

TpR ε TpM が
“ 同じ " である : とをふす

( Thm 13
.

5
.
4 )



Prop 12 .5 . 1 : r : coolm )→ C
∞(2 ) ia R - alg hom .

f

1→ f 1 o

Def 13
.
5 . :各 J εTpRにつ 72

y : C
∞ (M ) → R ,

f 1 →fl }c する

Prop J .TPM13 .5 .sforay Y εTp



TPR → Tpµ , Y →0線型同型Ihm135. 4 :

線型性 は easy

単射性 と 全性3 それぞれ 示す



単射性 : FY ε Tpr with = 0 in Tµε
f だ ×

⑧ } = 0 in Tps

f ε C∞ (2 ) をfixt

⑧ Y (f ) = 0

Thu (o . 4 . 2ty pt? pcrapen , εC ∞( µ ) であて

flrp = 5 lep とてななものとれるので ε 2 .

" g y= 0 ta で cf )y ( f ( 2) = 0

ここで Thu 13
.
4. 1 ty 0 = J ( T10) = J (f ) 函



全射性 : る εTpU ε fix

⑧ a

} ε TpR at. y = 3
.

y : C
∞ (2 ) → R

,
h → 3 (h ) お…

たご ( 各 ん ε (∞(2) について

a c ∞( M)は

rpEpenrat.h
☆n を 満 にすものとする

y a well- defined Thn 13
.
4 .はりじ ) ( Thm 10

.
4. 221 )存在 する



⑧ J ← Tpr x , j = 3

まず } の線型 性 をう

hi ,ha ε
C∞( 2

)
. λ ERafiyh

,

⑪ JChith ] = YChi)e
Y ( hz) か

s y ( ×ん ) : λJ (h )

hhih , εCo( µ ) であて 広 ☆
n2たすもの

は Ah . ? c 2
.

hi
ヘ

Onz

この ε 2 hi t hi ε Co (M ) は ☆ nith τ 満たすので

Ylhith ) = 3 thith ) = 3 (hi ) ± 3 (hz )
=J (h . ) ty (h . )

また 入ん∂ ☆ rh ε 満にすので

Y ( λh ) = }(λ h ] = λ }( ) =λ Y
(h )



次に J が P にはてライプニッツ 則 7清
す τ とをふそう

hi
,

hat C
∞(r ) ε fix

⑧YChiha) = Y ( h . ). ha (p ) t h . (p )
. Ylh2 )

hi,h ε C
∞ (M ) で hi An

. を 清ですものをε
～ は

ha ☆hz

このうhihozAhinを 満 てたす σ で

Y ( hi ho )
= 3 thi - he )
= 3 (hi ) h( p) t hi( p)3 [hi )

=

Y (hi) . h .(p )t h . (p) - y (h2 )



最後 = 5 : } と 示 す

ofa co (u ) そ c 2
.

⑧ j(f) =け )

f は ☆ f10
2 満 ですので

j (f ) = ] ( f (0 ) = 3 ( f )

口a



Section 13 .

: Thm [ 3
.

2] の 証明6

Thm (] .
2

.
3

)p と
i
= 1." n はTPM α基底(再掲) :

Proof of Thm 13
.

23 :

Thm 13
.

5
.
4 γ ) TpM ≈ TpO las R - vector spaces )

)p
:
cco→R 十 →: ( p )と

i= . …ッ)

が "TpO の基底 であることをせは…



Prop. 0 . 6. 15 yco (
o→Co ( U) はRで同型)

f ⇒ fu

また
eVp : Co lo ;to ] → R,

f
i → fip )

について

eviip)
: C

∞

lU ) → R , g 1→g (µ (p) )

C
∞(oito→^ CO(U )

↓evi tevucp
R



=れより ←
Section4 の 意味

Twip, U → TPO は 線型同型

y ロ り : Co( O ) →1
R (評細略 )

f 1 → y(µ )

ま ( :) µ ipYi= i "m は Tup.Uの 基 (Cor4. 3, 6 )
へ

より 予() µ
p)=

p (
i

= i . ∵n は Tap ,θ の 底田
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. 7 : Thu 13 .

31 の 証明

設定 : n ε 420

M = (M . A ) : C∞ . n - mfd

PEM

( O
.
U
,
ψ )

ε A with pE O . 0
f

( O'V , ψ)



Thu 1 }
.
3 . に (再掲 )

ε
M (niR )

Jacobi 行列 J [()µ (p )"=
( P)( )

iij = 1 . "n

は TPM の基底

剥Yj =1 .inx:( :)。 li - …ッ
^α 変説換行列

ie
. y = TpM が J - Ia = [ba 歳∴∵ )。 ( a-bitR )

[ = 1

と書 いてことミ

()J品 =()



準備 :

Lem ( . 各 i = 1
,,
n2 につ737. 1

ョ tc εC∞( M )st. )。 (* )
= 6 装

Wi" O '→ R
, Y * (µcy ) ) : はCo

級
onO ' ,

( こ α V ε Thu10 . 4 . 2で 延長 すれよ …



ProofofThm13 . 3 . 1 :以下 をふせはよ …

⑧ ()p=
[ J ]µpj:."

i = 1
.
, n r fix

ε C ∞
(M)Lem13 . 7 . 1 の ε ct

.

歳
)
p(

“

) = 0 装 に 注意 すると

以下 をふせは ↑ 分

⑧ 剥)p (* ) =Jrnu )uip)j
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)
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る * t山py
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"
( Prop 5. .7 )

=

Juj

= Ʃ よit ω)Jcuu )up)
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～.

る 0∴
= Jrnwl)ipnl)

ij
函


