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Section 16 . 1 :正則部分多体

設定 : n t 4kvithn : k .

(MiA : Co - n -mfdaly=

Sc M
open
とは 限らない

コ

l
不相対位相 で 炎不腔間とみなすハウスドルッ

記号
て S → M : 包含字像



Def 16
.

1 . 1 .As : s 上 の極 ス K次元 Co- aflas とする

( S
, As )c∞ - k -m( d が M =( MA↓ の

K次元正則部分対様体
regular submanifold

f包含写像LS → M で C ∞級
Cort . As . Am )

かっ

tpES , dL )p : TOS → TPM

が単

∂
"

i ∂
"

TpSc TpM
"

(
とみなす )



E× 16 . 1 . :開部令多様体 は正則部1 に 多様λ2

EX 16
.
1 . :

Rn
* εE ×10 .2 } の 意味 で o -nH ) -mfdとみなす3

こαとδ "
=
( S", (A。] ) ( EX 10. 2 .4 ) は

Rn" の正則部分様体



Thm 16 .

1. 正則部に多称体の 構造は存在 するなら一意次
え4

証明 は試験範国ト i .e .

( Section [6 .] ] As
.
As : 極T下 K 次πc ∞- atles onS

( S , As) . ( S ,As ) が 共 に ( µ
,Au ) の正則部令多称体

とする

こ αεƩ As - As
.



Prop16 . 1
. .S .As ) .k次元正則部令外様体 in M = (M

.Au )5

L = (L . Ar) : Co - l - mfd

φ . : → :
C ∞ 級写像M L ε す.

このとそ

φ 1s : S → L は C
∞級 (wrt

.

A.As )
( ⇒ φ (x )

Hint : φ ls = φ . 2

0
~

C∞



Thm 16 . 1 . :
S .As) . c 次元正則部令様I inM = - (M

. tu )6

証明日試験範外 L = (L .Ar ) :
C

∞ - l .mld

( Section (6 . } }

φ : L → M : C
∞ 級写像
s. t

.
φ ( L) cs c す t

.

このとそ

φs : L → S は C
∞級( wirt .A .

As )
)x ⇒ φ (x )



Section 16 .
2 : 正則値 とその 逆像

設定 : ε 2z 0 with n.ninn

Mi : Co - ni -mld i = 1. )

φ : M ,
→ µ c : c

∞級



Def 16 .

2 . 1 : q EMz 正則値φ の

( regular value }

dftp ε φ "( 384 ) ,

dφ( ) p :TiM. →TqUz が全



Thm ( 6
.

2
. q ε M2 が φ の 正則値 であ∞ する

証明 、v S : = φ( 3 q 9 ) cM.Z

試験範ト
n. -na ) 次元正則部分外様体( Section 16 .)

の 構造 を ( 一意に持
つ

m

Thm 16
.
1
. 6 )(

ま: 各 PE S において

= Kerdφ [
)

p inTMS
→

正確 には d) pTpS) n : と.

たて: ( て S → M . z包含像



EX 16
.

2
.
3 :

∞級写像 φ : RP → R
, x →が

について 考える

Claim q = 1 ε R φ の 正則値は

⑩ pES
∵

φ "(u ) そ c 2 . PFO に 注意

諜 dφ) p: TPR3
→ TqR が 全

る次元 に次元

P i .e . rank dφ( )
p
= 1

Section 5 の 意味 と 思てい



いよ Jacobi 行列 JφL )
p
= ( 2p, 2p%

2ps )

は d4)
p

の 表次行列 ( ∵ Thu5.32) t座標基

なので

rank dφ) p
=
rank J φ)p=

1

(∵ Pt σ )

国

S " =φ " ( 38 } )
c R3Thn 16 . 2.2

y れより

る - 1

S 、z R
]
の :次元正則部分外称で とてる

cf .
これは δ? [t0)α : とである( E × 16 .1 .

3 )



各 p t S
: S に7また

Kerde )p
= { [ai歳1 ( ] :2 0

( .
T
') )

= { [ a : ()。 p 1 ()1
～

p sJ P の 通交補空間"

Tps
2

メ

"

P ) は 直交する
"



EX 16
.

2
.

C
∞級写像4 試験範国外

: S
'

→ R
,
xi→34

について 考 える
.

Claim q = O ε R γ ψ . 正則値

θ tp ε 4 "( 1 qS ) c Szc 2.(P,P )
①0 ) : 注急

2次元 1次元

⑧ d(
)

p :TpS →TqR が全

(a dimkerdip = 1 )

P : R
'
→ R

,

x 1→ x, chc と C
∞級 で

:こで

41
s,

= 4
.

特 に d) p = di( )pltpsz



dy )
p

の 表行列wrt. 座標基 J)p は

ZL) p
:
( 001 ) とな 小

特 に Ker d(Jp=
1 Ʃ a : .1a , = 07

EX (6.
2

.) a リ

Tpss = { [ai(a) p 1 ()川

従Kev dy) i= Ths' nkerdr)
= { tai)pl as =oan( ) -()
)特 に din kerdΨl )

p
( ∵(') = (8 ) )

払



これより C c S
'

in R元正則部分多核 λ品 (622 よリ

これはE ×16 . 1 . 4 のも α )(

g て : 各 p ε C について

Tpc = Kerdy )
p
= 1taiplas=

"

p% ( )

C

%



Section ( 6 .
3 : Thm ( 6

.
1
.
5
.

Th16. . 6 . Th16. 22 . 証明

試験範国外
いらく α 設定 :

設定 : n t 40k n >kith

( M ,A : ce - n -nfdu)y =

Sc M
open
とは 限らない

コ

l
不相対位相 で 位不相腔間 εみなすいうスドルフ

記号
2 S → M 包会写像



言記号
:

γ : RK
→
R "
,

u

i →( u,"U ×. o
-0 )

単射線型象

Prep [ 6
. 31 . m ε420cl . Uo

c

R"
pen c

する

φ : □0 → 1RY象につい

ro ¢ : U . → 1
R

" が o 級である εす
～

( in the senseofx

このと I ψ : U . → RK F C∞% Section5 )

Hint Prop 5 . 1 . 5



Dof 16 . 3 . ( 0 . U . ψ ). Le ( S
:
R ' )でrgulor

in (MAu
'

defal ) ← Amito.
o
, in

θ = S ^ 0 や ,2 µ(u ) =γ ( u)( u -U)
図式 n

s → M µ'(u( )n
U 0 U

O:S 000 → 0
己

n

diu ↓'てini に 凹 δい
U → U 0

ー し

open n

K

@ n open

^ .

R( z Rn ーす。 →

e

「

～
L い

e 1
… γ(RK )

U
e

宀 ノ 丫



Prop16 . 3 . ( o , 0 , µ ) .( O , V ,
* )← Le [ S:RY

regulavin( M, Au) c する.

このτµψ:ψ ( 0 . O ) →λ ( o ,O
' )i γ ∞級

Proof : 演習問題74 とPop( 6.3 .1 ay 以下 2 ふは …

⑧ Tww "

ψ

( ono) → 1R
"

が C
∞級

u ( → γ( u( µ( u ) )
)



( 0 , U , µ ) , ( O' , V , ψ )は reguler in (Mitus a 1

0,
,
n)

.

( o, δ . n ) ε Am s

0 = S ^ O や ,2 µ(u ) =γ( u )(*ucU
)

公

0
'
= S .0, pi "Inlv ) = γ(u ) (OvEV )

となるようにこれる αでと .

ここで 各 µ ε µ ( o ^ O
'

) につい γ(u ) ← * (o ô ) に注意すると

"

(ia 'lu' )

rlutu() = Twiw (txin (u' ) 2on0
'
= s 7 0 . 0
r

ニ n (µ'(u) ))n
= ひ (µ'(u ) )

= ひ
( び "( µ( *'(u ) ) ) )

= 2µ* ( τwび(u) ) = γ (Twilul ) =び lu )



これより C∞級
∞

亟
Tnu
～

: tin : n ( ono' ) →R ) 。

(
RKopen cRropen

r( l µ lono, " ψ (0
n 0) → lon 0 ') )

るり Tax : ψ (ono ) → Rn も c
∞級

、

( Thm 5
.
4.

1

)
肉



Prop 16
.

3
.4

( S .As )a (M .Am ) の 《 次 え 正則部分多称体 とする

この E {
q

ε S ,
a
( O

.
U .
ψ ) oAs st .

E [ O λ , (o, U .
, µ ). zrgoln µ

.
Au )(

Preof : tq ε S ε E 2
.

zり ( 0 , U , ψ ) εAshm15 .
5

. 1
であって

( O' , √ .ψ ) EAm
0

い

2 ( O ) c O
'

a ,Iww (u ) = γ( u )( tucU) Eo っ

と 2 γ もの ∞とれる σ で c 2 .



0 cSopen fy 0 = snr crtt r cMoper eat αで c 2 .

0 - = 2 n
0

c M
open

U . = ψ (2 , o' ) CR
"

open

λ= ψ1000: 0 → U cac.

Lem 10 .5 . 1ay (
o
,

U
.n ) ε Au .



⑪ θ= S ^ 0 x ,2 µ(u ) =γ( u )(ouEU
)

公

Sno = snrno : 0 n 0 =0 ず

る: ひ ε U について

Iwn (u ) : ( µ( u)) = ひ ( ゅ ( u))
"

= 2
nw
(u ) =γ (u ) 四

m
ε Oc o = Rno



Thm (6 .
1
. 52 次 α てh～ か . らふ∴

Thm [6
.
3
.
5

Asies : = 1 ( O . U , µ ) ε LC (
S ; IRK ) ( ( O .U ,4 ) oregulavin

(M
,Anlleaic

.

( ) UO FS のと I
.

Siz (M . Am ) の K 次元正則部全多杯体
(O . O,e )Ases の 構速を 持な …

( い UO2 = S ε す 2 .

(0 ,U ,x) eAsres

このeR AsesizS 上 α k :Rス C
∞
- atlas であり

(S,(Ases 」 )
は
(µ . Am ) の

K次元正則部分回

ま τ : ( S .As) a kス元(M .Am) の正則部体
となるなら As = [Ass].



Proof f Thm [ 6. 3 .

5

d ) Prop 16 . 2 . 4 ら従3

R ) : UO = S ε す 2 .

(0 .U ,µ) aAsres

Agy. C ∞- atlas ( S ; RK
」 と TH∂= と F Pop(6

.3.Jぶ
統

(S.(As ' s」)( M . Au )
のK次正則部分 cya : c そ

示そう

2 : S → M . Co級⑪
⑪ dip : Tps → TM: 単 regder in l

µ
.tu }

の 性質でら災 う

(部訂細略 )



次 : ( S,As ) k 次π( M . Am )の 正則部体 ε する

As = [Asy] を 示 ふり

Prop 16
.
3
. 4 より

AgresnAs s 上 α o -atlas であることが今 、

As .[A
,' y ] □ それぞれAs . As ε 頷極スatlasC.

である p . 5 Thu 9 . 1 . 6 zy As = [ Ass ]
.

@



Thm 16 . 1 . :
S .As) . k 次元正則部ミ 対様体 in M = (M

.Au )⑥

再掲( ) L = (L . Ar) : C
∞
- l . mfd

φ : L → M : C
∞ 級写像
s .t .

φ ( L) cs c す t
.

このとそ

φs : L → S zC ∞
級
( w .rt. A.As )

)( ⇒ φ (x )



Proof of Thml 6 . 1 . tp ε L ε c26

Thm (4 . 1. 2より以下 を 示 さば…

⑧ ョ
( OL . UL . , ψ . ) εA,

≥ (0 . U .µ ) ε As st .

p ≤ OL ～ 45'( O )>

L φ)4cµ:
µ (oLnφ s '(o1 ) →

U irCo級



Prop [6 . 3 . 3 5]

( O
.
U ,
ψ ) . As であって

0 か , (o, U ,ψ ) iz glorinU .Am )/
e(p) c

E τ22 ものがそれるので c る

し ) ← Am:nであア特に

0 = Sn 0 や ,2 µ(u ) =γ( u )( tuU)公

2 722 もの p" と ↓ t α で ε .



φ- ' ( 0 )=
φ

s " ( 0 ) c L :注流

E印 open

( O. U. , h ) εAe
であ 7 θc 4 ps '

(o,cIr小 もの 3 fi× .

Lem (0 . 5 . 1 t 1
そのような ( OUL,µ)1
が存僳
)

⑧ φ) c4: U ( oLn φs'( o )
) → U zC級

u (→ µ (
φ

s( µ i( u" ) )

( * ) nin)i ε c ∞ (
µ loinφs '(o,) )ti = I. "k ) )

Prop 5 . 1 .コ



φ : L →µ 0∞ 級 な α で
φ5
'

(0 )
1

φµ , : µ (o ,φ ' ( o) →
t

C Ru

u ゅ φ (i(u)(Jn

は C
∞級 ( Thm 14 . 1 . 2 )

"

ここで

= L 0 φs . L → M 及 び

it0い = )o µ . o →1
= 注意 sる

r)xn
o

4uc = oφ$)uyrl )n



特 に U ε µfOLn φ 'Y ) = ψ ( o. (;'( o ) ) iに7 )

φ(
µ,
(u ) = ( 《)un) itu)∴, e) uu)lu) ,∴o))@

φµcn は ∞ 級 なので φ) µin) : irCo級関数( i = 1 ." ; *)

( Props : 1 . 3
)

□ム



以降 の 設定 :

設定 : MM .ε 4 : 0with n . 2 nz

Mi : C
∞

- n.-mtd
i = 1a )

φ : M .
→ Mz : C

∞級



Thm ( 6 .
2 . q ε z が φ の正則値である ∞ する

再掲 ) S : = 4
(
3qu ) CM .cz

n. - n. ) 次元正則部分外様体
の 構⑫ を ( 一意 :持っ

ri～

TUw 16 . 1. 6

まで : 各 PE S において

= Kerdφ )
p

inTPMS
→

正確 に (は d( )pTpS ) のこと

たて: ( て S → M .
z 包含写像



Peof ofThm ( 6 .2 .

2 . : kMi - ε4z . ch .

Tムm (6 . 3. 5より以下 をせなよ…

に ε Sp, a

(
O ,

U
, µ ) ε LCCS : RK )

st. ε ∞> ( 0 , U . ψ ) はrgularincu, d. )op

tPES E と 2
.

φ (p ) = q ss

dφ) p
:
Tp

µ
, → TqMzが全 であることに 注意



T RM
'
→ R
',
UI →I IK = n -n . )Ue

., Un. )
全線型

c おsKerπ→ 王R ,
µ

i

→ Lsu .,Uc

( I RK→γR "
:
U → lu .-Uc.o

. o))

a り ( 0 , 0 .
* ) aA, ( o' , V , * )ε A

. であ 7
Thu 15 .

5
.

2

p 5 O か, ( p ) = 0 ε □ x , φ ( 0 ) c Oc

φµψ (u ) = π (u ) (ouEO )" ~

と 7な 2 もの pca2 αで c .

特 にひ[ q ) = π ( φ / p) ψ ( φ ( *' ( o )
) =φn ( o )

= π (0 ) = θ
.



O : = S .0
Cs

open

U : = 王 (OnKerπ ) ∠ RK
ch、 c

.

～～～ open

open in Cer
π

～

Unkev π = n ( soo )claim :

θ uo Unkeryε
c γ .

ー

Ca( u ) = π ( u) = 0 = ψ ( q) 列 ψ
(φ( *'(ui )) =

φ (*'(u ) ) = q( - ∵ ψ単 )

特 に µu , ε S = ど
"

( iEE )

従 て u . w ( s ^ o )
.

これで U . Kev π c ψ ( s ^ o ) がふされい



o
µ ε ( S^δ ) を E小逆に

π (u ) = φ*e (u )
= ψ ( φ (*

'
(u ) ) )
os = φ

"

( squ )

= ψ ( q ) = 0
.

徒 て U ε Un Ker π .

これで µ ( s ^ δ ) : Un kev π も 示された
@

U : θ → 0
,
x 1→ ま ( *(x ) ) と2

^

い
リ

Snow 互 (Unkevπ )
い

互 (µ( S^o ) )
~



( O
.

U
,
µ ) E LC ( S ; R

"

) ( 許細略 )

⑧ ( 0 , U , µ ) rglev in Cu. A . )
.

次 3 示せは …

⑧ θ = Sn 0 x ,2 µ(u ) =γ( u )( tuU)公
L

θ= S ^δ iz O a dofa、 : 従うう

UO EU ε と .

⑧ 2wn (u ) =γ (u)



2µn (u ] = @(µ
'
(u ) )

= * (
I

'(u)*" ) ) (; µ n def )

= び "( u ) =γ(u )

風


