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内容

ー 径数 変換群 ( 時間発展 )

↑ ↓無限小積全曲線

べクトル 場



Section 17 . 1 :径数変換群

設定 : n ε 4 :0

M = (M
.
A ) : Co - n . mld .

記号 : R : ∞ - I -mld とみるす

R × M : 直積 多体( of . Sectionll ) .



Det 17 . 1
.

1 :

C∞級子像 C : R × M →µlx)→ le (x )

(R .t )群 の M への 作用 定める ε≥
.

( ie(e) = x e , ( lez (" )
= Ceerc (x ) )

complete
e 怪数変挨換群M 上

るぶ完備な

Cone - parameter transformationgroup )

以降 OPTG



: x?
EX 17

.
1
.

2 :

い

C . R × 1R3 → ,( tx ) i →( 、 )
(愛)

隠)
は R

'
上 の complete OPTG .

まで
C . RXS 2

→
S ', (e . λ ) n lin節ic) E )

ら

e: () )

は S
2

上 の complete OPTG .



い 角度 t で 回転 : x i→ Ce (c )

X

1

1

1

「

ー

ー ー

ー

[ \

～:

i

:



気持 ら : OPIG は
“時間発展

"

( fime evolution )

EX 17
,
1 . 3 : µ=RP ×R

) ( = Ro )
～

ひ

位置 速度ベクトル

e : RYM → M
,

( t . (^( ω ) )i⇒ (nrcv . v )
～

秒後の位置せ

(γ omplete OPIG
F

1R:おる 質点 の

等速直線運動 を 表す 時間発展展



完備 では OPでG :

Def 17 . 1 . 4 : R 0 × Mc OC R × M
~

open とする

e : 0 → M
,
ceix ) i→ le

- Co級

( 9 . o) x M 上 α - 径数変換郡 ( OPTG )

計 各 ( ← M につい ～ ( t Ψ/ ( e.n) ← δ S □ 開区間

“定義されて 。γ範国囲で作 la

i. e .Co(' l 1
= xtcM )の

かっ1
(x
)
ε δ . ( t,ec(^ " ) ε 0ne

@ )
( t( t τ2 つ( ) ←δ (, e . eez( x) = G 、(

e=( x) )



メモ : omplete ② 0 - RXM
.



EX 17
.
1
.

5 : µ= R . 07

σ10 × M c enR ×
M を

O σ : = {( Fx ) ε RXM
x , 0 r, Ret , ol

OV Y
x c 0 ∞, xtt c O

霑
R

とj く

…バ M

…



この τ I
C : δ → M

.
(t . x ) 1→ xtt

とす f ε

( e .

0 ) 、2 OPTG

( R. 1 に質点 石 に 動野時間発展“)



Def 17 .

1
.

6 :

OPTG (M ) : = S OPTGonM(4 ,0 ) L Y



Section 17 . 2 : ベクトル 場

設定 : n ε 4 :0

M = (M
.
A ) : Co - n . mld .

記号 : C∞ (M ) ≈ C
∞ (MiA )



Def 17 . 21 :

X : C
∞(µ ) → C ∞( M ) で M 上 α (級 ) ベクトル場

f は Xf vectorfield )

× γ 線型
d)

“場 のライプニッツ則
"

ε 満にす

ie , ff, g ε
C ∞( µ

)

X (4g )
= 4 ,gtf.x )

in C
∞ (M )



Def 17 .

22
:

H (M ) : = { M 上 σ ベクトル場 Y ε I .

Prop17. 2.
3 :

A (M ) は2 ( c ∞(u), co (u ) ) の 線型部今空間

Hint : easy .



Prop ( 7. 2
. 4 : 各 haco( M ) , X

εx (µ ) につい

hX : C∞(M ) → c ∞(a ) , fx )
h

A Eす cE hX εH(U )

X の 関数倍

まで (∞ (M ) × A (M ) → A(M )

Ch
.

X ) * h ×

(は x(M) に C
∞ (M)加群 の 構造 を 定め 2



加郡 の 定義 :

Def 17 . 2 ,

5 : A : 結合的 R 代数

V . ベクトル 空間 とし

Ax V → V
.
la , u ) → au.

が定子って δ とす 小

ViA- である

def
x Ψ は 双線型 やっ

aia) v = a , (av )

Ua .aEA ,UE √



EX 17 . 2 . . M = UCR
"

ε 226
open

この ε2 各 i = 1. , M について

歳… (∞ (U ) → ∞ (U) , f1 →

とお、 くと 応 :
ε H ( u )

.

ま : h, .
…

hn ε (∞ (U ) について

I h :∵ ( ∞
( o) → C ∞ (U )

,
ナ 1 →hi殻

も Ih :ε* ( M)"

ベクトル 場 : 偏微1? の 一般化



" M も① , n : 1 σ cs x (u) γ 無限次元

(証明略 ]



ベクトル 場 と 接 ベクトル

172 .7 :

各

X ε H (M). PEM i= 7Prop
Xp : COCM) → R , f →* 4 ) (p )

とみ C と Xp ε TiM .

Prop 17 .
2 . 8 .

X
, Y εA( M )

X =Y ② tpEM , Xp = Sp



Prop 17 . 2 . 9 : X εH( M ) とす

各 ( 0
,
U , ψ ) ε A につ7

a !
h, … hn ε Co(o ) st .

tpE O ,Xp = Ihi (
p) 粼

"

ベクトル 場 e γ 各点 で 滑らに "

接 ベクトル 3 定めても α



解的にベクトル場を 定 める 方法:

17 . 2 . 10:Thm 各 ε M につい
8

ε が定示て接べりト
H

T% TqM

次 の 条件 を 満たすとす

条件 : PEM a

( 0
.U , 4 ) eAwithpao s .t .

Yq = Ʃ Ailq ))ε各 qo につい ( ailq ) ← R )

と書 。 たと }

Ai : θ→ R , q はa : ( q ) ie
∞ 級

,

このとそ X : Co(M) → C∞(M)
,
f → Xf : M → R Cacc X ε H(U)

x→ Yif



正則部分 多体へ α 制限

Prop (7 . 2 .11 : SCM :正則部分多称体 ε す

X ← A (M) 各 PES1 : xてXp← TpS ( 《TM )

を 満 にすとえ

ョ '

× 1
s
t A(s ) st .Xlp = Xp tPES )



E× 17 . 2 .:2 M = R2によいて

こ→→ RL
X - 、 古至幸

X = 影̂r
→

→→→→ 〉 )Pptph
→→→ → TPTPP

X= Yx ^r
Ʃ↓

↑ ↑
*
→
"↓ ^

)

ゝ →



EX 17 .2 13 ?' →↑→

→→*S
'
上 のべクトル 場 の 例

n
→→ε r

ーーー \メ =
一 Y話 t × 縑) 1 smm

→
と
→ “

(R 3 ) ～↓ つ→ ?し
ーっ
っ

)

ー→o

Thm (7
.

2
.

(髪 の 毛定理 )14 っみど
"

の 存在

σ X ε F(SKJKE4 :V
,apES 2 Ks. t. X =

P

“

微令 トポロジ ー

" α代表的 な定理



Section (73 . OPTG C ベクトル 場

設定 : M ε 4 :0

M = (M
.
A ) : Co - n . mld .

ゴー ル
:

ー 径数変換群 ( 時間発展 )

↑ ↓無限小積分曲線

べクトル 場



Prop ( 7 . 31 : 各 ( e . ) ←OPTG
( M

)

X (e. o
) "

C(M ) → C
∞ (M )

f i は
Xie. o
) f : M →R

つい→ 。 (*well- dafined で Xie, o , ← x( u )

OPTG を 無限小
"

で 祖るとベクトル 場



EX 17 . 3 . 2

い 角度 t で 回転 : x → Ce (x )

n
X →☆→c

i

→→
c ^

-

-

; →→と r
ーー→2 \

n→; mD～。 っ→ ?し
》 →

: →×
→

( C , δ ) : EX 17
.
1. 2 αもの X(eo)

÷ 一表 + x 影) 1
sz

R×S2 ( f. Ex17 . 2 . 13 )



ゴ ー ル : ペクトル 場 → OPTG
積全田線

曲線α 速度～7 トルDeti7 .3 . 3 : 1 )

(a , b ) cR . 開 区間 ( open
submld )

c : (a . b ) → M :
C
∞級像 ε 32 .

C E M 上 α C
∞級曲線 と 呼 び

ε ( a . b )各 についS

il ) : =d ) ()]ε Tain.
を 時刻 s における 肉線 C の 速度 ベクトルと 呼 ぶ

( ie . i( s )( f ) =l。ficlsic ))
-ficisy facolul ) )



Def 17 . 3 . 4

X ε F (M) , c :
(
. ) → M .co線級曲 ε 32a b

C X の 積今曲線 ( integrl curve )

fts
ε
( a . b ) , i ( s) = Xccs , in TasM

.



EX 17. 3 . 5

'

→→c
?
^

→→
と ^
→→↓ ^

メ=一 y 承 t) 15～
n

につい ↓ ー→
ー

ー

\

Cつし 7
つ(R 3 ) →↓ ?

E × 17 .23 )
ゝ ーつ

ー)

→0

C : ( - , * ) → S 2
,

t
1 →( ast , sinτ, σ )

は X の 積今曲線



Thm ( 7
.
3
.

6 X ε F(M) ε す 2 .

) : PEM c す 2 .

ヨ
ε, E2 70 .

ョ
( : (-ε1 , E 2 ) → M : X .積今曲線st. ( (o) = P

時刻 σ で p を 通子積今曲線σ 存死する
。

R ) ε, E , 70 を fix

C1 ,Cz :
( -9 ,ε2 ) → µ : X α積分曲線

sot , c . (o ) = c . (o )

このと2 C . = C2



3 ) 30 } ×µc C RXM
openX

sct . 各 x ε M について

3 τ ER10c (e . x ) ←σ とは 開区間×

&いっ

ヨ '
C{ ERL L 《 .x) εδ と →Mr

は × α 積令 曲線 で (( o)= x .

4) ( 3 ) の ①についてメ

Cx : δ → M .
(tix ) i→ c( t ) お CEOPTG

Hint常微分方程式 の 解 の存在と一意性初期通にる滑を階線型



てhm (7
.
3
.7 ) 各 X ε A(M) について

Thm 17
.

3
,
6 の ( ex

,
θ) ctc

Xiex
,ox )

= メ

～

17. ]. 1Tropl )

c ) 各 (9 .
0 ) ← OPTG (M ) について

× (e ,0 ) ε H (M )
につてα Thm17 . 3. 6のに

( es
,
Oy ) 3 と t と

9 lonty = exlonoy

定義域極、 な oPTG ouuRem:

" A( u ) 訃略 )ゃ



EX 17. 3.8

い 角度 ← で 回転 : x → e (x )

n
x

'

→ P→c
1

無限小 →→
c n

-

- _

;
ー) →→ε ^

ーー \

→↓ → “; ヒ ーし っ

積令曲線 → つし
→ っ

: →π
→

滑ら、 な

OPTG ( 時間発祭展 )はベクトル 場 で

統制 され



時間 の 都合 で 断念 :

0 Lie 微分 , Lie bracket

Lie 微分 : OPTG でベクトル場 を 微分 する

Lie bracket : ベクトル 場 でべクト ー ル 場 を微合 する

併 せて 勉強 ておえに、

σ Distribution
,
integralmonitolds Frobenius の定理

( 分布 ) (積令多体 )



幾何学 D でやる 予定
(積令論 )

α ン場

∞ 微合形彡式 ε その 積令

α スト ー クス α 定理

a de Rham 理論 微 トポロジ ー の花)

対様体上のある種 の 偏方程式(ス域 )
と

体のトポロジーε の 関連


