
先端数学 2023

担 当 : 奥 田 隆 幸

題 目 : 群 作 用 と 等質 空間



θ レポー ト 課題 については

アップロ ー ドされてるファイルを参照

レポート

課題般倫「
具体例講



内容

SI 研究令 野 紹介 + この 講義にツ

S2 グラスマンへの 直交群 の作用

53 グラス 2 この位相

54 グラスマンのイソトロピ



ら I 紹この義講 の内容 につい7分野

:専門奥田の

～

～空間論対称

対称空間 とは
…

位相空間 の 一種 であり

∞ 微令構造 し )は 幾何学 A

∞ 点対称構造
を 持 もの

具体例 : ユ ー クリッド 空間、球面射影空間

,

～
双曲 空間 ブラスマン など …



対称空間論 の 立 ち 位置
n 位相群論
⑨ 線型代数

□①⑤
微積令



奥田の
対称空間 の …

キ ー ワ ー ド

① 構造論 ( Lie 群
,
Liesi数ル ー ト 系 )

② 一般化 ( ア Y シェ ー ションスキ ー - ムカンドル )

③ 幾何 ( 商多体部令対体 幾何構造 )

④ 解 析 ( 表現論 ,
調和解析

ス

- リェ 解析 )

⑤ 組合 せ 論 ( 符号理論 ,
デザイン 理論 )
などなど



講義内容 :

～
ブラスマン

対称空間 の 重要例

対称空間論の 魅 っ ^ -
つ ;(や ,難所 )

～～～
辞 の 言葉 で 空間々理解 な !

零囲気 を 感 じて 欲 い



52 グラスマンへの 直交群 の 作用

内容 。 でラスマン
"

Gre ( R
" 」 の 定義

∞ 直交群 の 定義O (m )

e O (n ) α Gre (R
^

) への 作用



n s k 2 1 : 自然数 とする

吐

l Gre ( R
^ ) : = { aRI
Λ

"
n R 'n *

線型部期空間

K - グラスマン(
fR) P とおく

x εR 」では



n = 3 k = 2 のイメ - ジ

全 て 集めた 集合

バ学…ッ



ゴー ル : Gre ( R
"

) ε

“

群 の 言葉
"

で 理解 したい

Def : O (n ) : = { g ε M(nik )l g - In
mw

( n次直群 )( 全体の 果合)直交行列

Fact :

は 行列 の 積 にて 群 をなすO (n )



上 各 g t O (n) . εGre
(

R) に - い

go x
" = 3 grlraxcRn }

l とおく

～
～

元部分定間in R
"

ε Gre ( R
"

)



n = 2
.

k = 1 の 場合

π

5x
g =( σ. 1

必
ε O(2 )



( g .

x ) o g.
x □

TheoremA :

θ (n ) の Gre (R
^

) への

すなわちl
が 成 り 立 っ

子推移 的 な 作用を定 める

① tg ,
h t oln ) ,

txε GrelR ")
, )g

. =gh )x

作用
② Fx ε Gre(R

"

)( In っ= っく
～

③ ta . 9 εGric
(

R"
)(相

gooln)st. g . x = y

～ん



53 グ " ラスマンの位相

Recall :

Gre ( R
" ) : = { c R ^lo い r k 次元線型 ,部分空間 in R

"

内容 : Gre ( R
" ) の 位相



ゴ ー ル : Gre ( R
" ) に“ 自然 な

l 位相 を 定めたい

Recall : O ( n ) = iga MiniR , I
'

gg
- In {

n 次直交群

O (n ) は Grc (R
"

) に

"

g . x . = { gu lvax {
ε Gre ( R

"

)
"

により推移 的 に 作用 する



各 x ε Gre (R
" ) について

写像 *: O (n )
→ Gre (R

"

)
山 儿

g ⇒grx

を 考 え

Fact . 作用 の 移性から π い O ( n) → Gre ( R
" )

は
～

全射



O ( n) ∠ M ( M : R ) ⇒R 標準位相

L 相対位 相はについて
～

～ とな2 位相群

C Grc ( Rm ) α 位相 θ で

次 を 満 たすも σ が 唯一 つ 存在する

1 La Guc(R) :Of ) -. G:li
又

↑ 興

P P
Thm の 位相B 強すぎない 弱 す主 な …



Gre ( R^ ) α 位相 θ でC

次 を 満 たすものが 唯一 つ存石 する

l x
ε GVc (R):O 0 ) +Gr.(R. ☆

P P
Thm の 位不相B 強すぎな

↑
弱 すぶない

Thm の Hint : レポ ー ト課題商位相出



thmの
位相についく

し Gre ( R
"

) n空間 εな
2 “
パットハウスドルフ

強すべな 、弱 すざな、



S 4 グラスマン α イ Y トロピ ー

Recall :

O (n ) は Grc (R
"

) に 推移的 に 作用 してる

内容 : イyt□ へ 定義

a hY トロピ ー から Gre ( R
^

) ε 復元



Def : 各 x ε Gre ( R
^

) にて

O (n )" = hgo on 'l 9g = x

～～～
～

O (n ) α つx におる とおく

イリトロピー 部分群

Fact : O (n )
(

は θ (n ) の 部全群



x ε Gre ( R
"

) を 国定する

G = O (n )
,

H = [ n) "ca .

更に

GH "
= 3 [ g ] H 1 s ε G と : 石 H 剰余類

Pgo石 H 剰余類
全体空間

凹 ighlhatHs
c

4 s 」
=

( 位相 は 商位相 )

π
x

: G = O (n ) → Gre ( R
"

)は象冢

l を 誘導 す 小
～

同相像 GHGK(R
" )



π (: G = O (u ) →Gre (
R

" )は

子像

L 同相 GH ← Gre ( R
"」 を誘導 す

これより T

位相空間 Grk (R
^

) の 石究
」

を 原理的 には

① G = O (n ) の 研究

② H = 0 (n )
"

の 研究

③ H ∞ G の 研究
に 令解 できる ! !


