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問題 V , W を K 上の n次元線形空間とし, F : V → W を線形同型写像とする. V の基
底 v1, . . . ,vn に対して, W の基底 w1, . . . ,wnをうまく定めると, 基底 (v1, . . . ,vn),

(w1, . . . ,wn) による F の行列表示は, n次元単位行列となることを示せ.
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線形空間の座標と基底変換

• V をK 上の線形空間とし, (v1,v2, . . . ,vn) を V の基底とする. このとき,

v ∈ V に対して, v = c1v1 + · · ·+ cnvn を満たす, c1, . . . , cn ∈ K が一意に定まるが,c1
...

cn

 ∈ Kn を, 基底 (v1, . . . ,vn) が定める v の座標と呼ぶ.

• (u1, . . . ,un), (v1, . . . ,vn)を共に, V の基底とする. j = 1, 2, . . . , nに対して, uj の基

底 (v1, . . . ,vn)が定める座標を

p1,j
...

pn,j

とする. このとき, P =


p1,1 p1,2 · · · p1,n
p2,1 p2,2 · · · p2,n
...

...
...

pn,1 pn,2 · · · pn,n


を, 基底 (u1, . . . ,un) から (v1, . . . ,vn) への基底取り換え行列と呼ぶ.

注. 「v1, . . . ,vn を基底とする」と書かずに, 「(v1, . . . ,vn) を基底とする」と書いてい
るのは, 並べる順番が変わると座標が変わってしまうからである. 特に, 問題 45では,

順序が重要なので, 統一して ( ) でくくって, ベクトルと同じように順序に意味があ
ることを表した.

問題 以下に出てくる K は 実数の全体 R または複素集の全体 C を表すものとする.

40. V,W をK 上の線形空間とし, (v1,v2, . . . ,vn) を V の基底, (w1,w2, . . . ,wm) をW の
基底とする. また, F : V → W を線形写像とする.

j = 1, 2, . . . , n に対して, F (vj) の 基底 (w1, . . . ,wm) が定める座標を

a1,j
...

am,j

 とし,

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
...

am,1 am,2 · · · am,n

 と定める.

v ∈ V の基底 (v1, . . . ,vn) が定める座標を

c1
...

cn

, F (v) の基底 (w1, . . . ,wm) が定める

座標を

d1
...

dm

 とすると,

d1
...

dm

 = A

c1
...

cn

 が成り立つことを示せ.



41. V を K 上の n次元線形空間とし, W を V の m次元線形部分空間とする. ただし,

m < n とする. F : W → V を包含写像, すなわち, w ∈ W に対して F (w) = w ∈ V

とする. V,W の基底をうまくとると, F の行列表示は,

(
Em

On−m,m

)
となることを示せ.

ただし, Em は m次元単位行列, On−m,m は (n−m)×m の零行列である.

42. M(2, 2;K)を Kの元を成分とする2次正方行列全体からなる線形空間とする. i, j = 1, 2

に対して, Eij を (i, j) 成分が 1 で他の成分はすべて 0 である 2次正方行列とする. ま

た, 写像 G : M(2, 2;K) → M(2, 2;K) を G(V ) =
1

2
(V + tV ) と定義する. G は

線形写像であることを示し, G の基底 (E11, E12, E21, E22) による行列表示を求めよ.

((E11, E12, E21, E22) が基底であることは示せなくてよい.)

43. 問題 42 において, F1 = E11, F2 = G(E12), F3 = E22, F4 = E12 − G(E12) とする. この
とき, 以下に答えよ.

(1) (F1, F2, F3, F4) は M(2, 2;K) の基底であることを示し, 基底 (E11, E12, E21, E22) か
ら (F1, F2, F3, F4) への取り換え行列を求めよ.

(2) G の 基底 (F1, F2, F3, F4) による行列表示を求めよ.

44. V を K の要素を係数とする x の 2次以下の多項式全体からなる線形空間とし, 基底と
して, (f1(x) ≡ 1, f2(x) = x, f3(x) = x2) を考える. 以下で定義される写像 G : V → V

は線形写像であることを示し, G の 基底 (f1(x), f2(x), f3(x)) による行列表示を求めよ.

(1) G(f(x)) = f(x) + f ′(x)

(2) G(f(x)) = xf ′(x).

(3) G(f(x)) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt. (ただし, x = 0 のとき右辺は定義されないので, 別途

右辺 = 0 と定義して, K 上の多項式とみなす.)

45. E11, E12, E21, E22 を, 問題 42 で定義した 2次正方行列とする.

(1) 線形空間M(2, 2;K)において,基底 (E11, E12, E21, E22)から,基底 (E11, E21, E12, E22)

への基底取り換え行列を求めよ.

(2) 線形写像 F : M(2, 2;K) → M(2, 2;K) を F (V ) = tV によって定める. F の 基底
(E11, E21, E12, E22) による行列表示を求めよ.　


