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正規母集団からの統計量の分布 (1/9)

定理 6.8
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ N(µ, σ2)とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) X̄n ∼ N(µ, σ2/n).

(2) (n− 1)S2
n/σ

2 ∼ χ2
n−1.

(3) X̄nと Snは互いに独立である.
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順序統計量 (1/5)

定義 6.12
X1, . . . , Xnを大きさ nのランダム標本とする. これを大きさの順
に並べてX(1) ≤ · · · ≤ X(n)とするとき

X(1), . . . , X(n)

をこの標本の順序統計量といい, X(i)を第 i順序統計量とよぶ.
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順序統計量 (2/5)
ランダム標本の特性量
(1) 標本メディアン (中央値)

X̃ =

{
X(k) n = 2k − 1

(X(k) +X(k+1))/2 n = 2k

(2) 標本範囲

R = X(n) −X(1)

(3) 標本中点

(X(1) +X(n))/2

(4) 100α%調整平均

1

n− 2k

n−k∑
i=k+1

X(i), k = [nα]

([a] は a を超えない最大の整数, ガウス記号と呼ばれる)
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順序統計量 (4/5)

定理 6.11 (順序統計量の分布)

F (x) : 母集団分布の分布関数
f(x) : 母集団分布の確率密度関数 (連続型の場合)

(1) P(X(i) ≤ y) =

n∑
k=i

n!

k!(n− k)!
{F (y)}k{1− F (y)}n−k.

(2) gi(y) : X(i)の確率密度関数

gi(y) =
n!

(i− 1)!(n− i)!
{F (y)}i−1{1− F (y)}n−if(y).
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順序統計量 (5/5)

定理 6.11 (順序統計量の分布 (つづき))

(3) i < j, yi ≤ yj のとき

P(X(i) ≤ yi, X(j) ≤ yj)

=

n∑
k=j

k∑
l=i

n!{F (yi)}l{F (yj)− F (yi)}k−l{1− F (yj)}n−k

l!(k − l)!(n− k)!
.

(4) gij(yi, yj) : (X(i), X(j)) の同時確率密度関数
yi < yj のとき

gij(yi, yj)

=
n!F (yi)

i−1{F (yj)− F (yi)}j−i−1 {1− F (yi)}n−j f(yi)f(yj)

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
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点推定 (1/7)

X = (X1, . . . , Xn) ∼ P ∈ {Pθ | θ ∈ Θ}

f(x; θ) : Pθ の確率密度関数 (確率関数)

パラメータ γ = γ(θ) の点推定 :

γ̂ : {x = (x1, . . . , xn | f(x; θ)) > 0} → γ(Θ)

γ̂(x) : 推定値, γ̂(X) : 推定量
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点推定 (3/7)
良さの基準

(1) 偏り: Bias(γ) = E(γ̂)− γ.

(2) 分散: Var(γ̂) = E[{γ̂ − E(γ̂)}2].
(3) 平均 2乗誤差: MSE(γ̂) = E{(γ̂ − γ)2}.
(4) 集中確率: P(|γ̂ − γ| ≤ a), a > 0.

(5) 一致性: n → ∞のとき, γ̂
p→ γ.

平均 2乗誤差, 分散, 偏りの 2乗の間の関係：

MSE(γ̂) = E[{γ̂ − E(γ̂) + E(γ̂)− γ}2] = Var(γ̂) + Bias(γ̂)2.
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点推定 (4/7)

定義 7.1
γ̂ = γ̂(X) : パラメータ γ = γ(θ)の推定量

(1) ∀θ ∈ Θ に対して, E(γ̂) = γとなるとき, γ̂ は不偏推定量であ
るという.

(2) γの不偏推定量が存在するとき, γは推定可能であるという.

(3) γの不偏推定量 γ̂が, 任意の不偏推定量 γ̃に対して

∀θ ∈ Θ に対して, Varθ(γ̂) ≤ Varθ(γ̃)

を満たすとき, γ̂は γの一様最小分散不偏推定量 (UMVUE:
Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator)であると
いう.
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点推定 (6/7)

例 7.1
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ X, E(X) = µ, Var(X) = σ2

(1) µの推定
µ̂c = c1X1 + · · ·+ cnXn

E(µ̂c) = c1µ+ · · ·+ cnµ = (c1 + · · ·+ cn)µ

µ̂cが不偏であるための必要十分条件は c1 + · · ·+ cn = 1

Var(µ̂c) = (c21 + · · ·+ c2n)σ
2.

条件 c1+ · · ·+ cn = 1のもとで c21+ · · ·+ c2nが最小となるのは

c1 = · · · = cn =
1

n
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点推定 (7/7)

例 7.4 (続き)

(2) σ2 の推定
標本分散 S2

n = (n− 1)−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2は σ2の不偏推定量

E

{
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

}
=

n− 1

n
σ2

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2は σ2の不偏推定量ではない.
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最小 2乗法と単回帰モデル (1/7)

最小 2乗法
モデル

yi = gi(θ1, . . . , θp) + εi, i = 1, . . . , n

gi : 既知関数
θ = (θ1, . . . , θp)

′ : パラメータ
ε1, . . . , ϵn : 誤差, 互いに独立で, 平均 0, 分散 σ2

残差平方和：
n∑

i=1

{yi − gi(θ1, . . . , θp)}2

を最小にするような θ = θ̂ を求める方法を最小 2乗法, θ̂ を最小
2乗推定量という
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最小 2乗法と単回帰モデル (2/7)
単回帰モデル

(y1, x1), . . . , (yn, xn) : データ

yi = α+ βxi + εi, i = 1, . . . , n

を単回帰モデルと呼ぶ.

仮定

(1) (α, β) : 未知パラメータ

(2) x1, . . . , xn : 既知定数

(3) ε1, . . . , εn : 互いに独立な確率変数

(4) E(εi) = 0, Var(εi) = σ2, i = 1, . . . , n

yi を目的変数 (応答変数), xi を説明変数, β を回帰係数 と呼ぶ
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最小 2乗法と単回帰モデル (3/7)

残差平方和

Q(α, β) =

n∑
i=1

{yi − α− βxi}2

(α, β) の最小 2乗推定量は

α̂ = ȳ − β̂x̄, β̂ =
sxy
s2x

,

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi, x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi,

sxy =
n∑

i=1

(yi − ȳ)(xi − x̄), s2x = sxx =
n∑

i=1

(xi − x̄)2,

(証明は板書で)
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最小 2乗法と単回帰モデル (4/7)

定理 7.1

(1) E(α̂) = α, E(β̂) = β

(2) Var(α̂) = σ2
( 1

n
+

x̄2

sxx

)
, Var(β̂) =

σ2

sxx
, Cov(α̂, β̂) = −σ2x̄

sxx

証明 (1)

E(α̂) = E(ȳ)− E(β̂)x̄, E(β̂) =
1

s2x
E(sxy)

E(ȳ) =
1

n

n∑
i=1

E(yi) =
1

n

n∑
i=1

(α+ βxi) = α+ βx̄

E(sxy) =
n∑

i=1

E(yi − ȳ)(xi − x̄) =
n∑

i=1

{(α+ βxi)− (α+ βx̄)}(xi − x̄)

= β

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = βsxx
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最小 2乗法と単回帰モデル (5/7)
証明 (2)

Var(ȳ) =
1

n2

n∑
i=1

Var(yi) =
1

n
σ2

Cov(ȳ, sxy) =
1

n

n∑
i=1

Cov(ȳ, yi − ȳ)(xi − x̄) = 0
(
Cov(yi, ȳ) =

1

n
σ2

)
Var(sxy) =

n∑
i=1

Var(yi − ȳ)(xi − x̄)2

+
∑
i̸=j

Cov(yi − ȳ, yj − ȳ)(xi − x̄)(xj − x̄)

=
n− 1

n
σ2sxx +

∑
i ̸=j

(
−σ2

n

)
(xi − x̄)(xj − x̄) = σ2sxx

( n∑
i=1

∑
j : j ̸=i

(xi − x̄)(xj − x̄) =
n∑

i=1

(xi − x̄){−(xi − x̄)}
)



正規母集団からの統計量の分布 順序統計量 点推定 最小 2 乗法と単回帰モデル 一様最小分散不偏推定量

最小 2乗法と単回帰モデル (6/7)

Var(β̂) =
1

s2xx
Var(sxy) =

σ2

sxx

Var(α̂) = Var(ȳ) + x̄2Var(β̂) = σ2
( 1

n
+

x̄2

sxx

)
Cov(α̂, β̂) = −x̄Var(β̂) = −σ2x̄

sxx

注 yi = β0 + β1(xi − x̄) + εi と表すと, β0 = α+ βx̄, β1 = β
となり, β0, β1 の最小 2乗推定量は

β̂0 = ȳ, β̂1 = β̂
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最小 2乗法と単回帰モデル (7/7)

定理 7.2 (ガウスーマルコフの定理)

単回帰モデル yi = α+ βxi + εi (i = 1, . . . , n)
において

E(εi) = 0, Var(εi) = σ2, Cov(εi, εj) = 0 (i ̸= j = 1, . . . , n)

とする. 定数 ℓ1, ℓ2 に対して

(1) θ̂ = ℓ1α̂+ ℓ2β̂ は, θ = θ(α, β) = ℓ1α+ ℓ2β の線形不偏推定量

(2) 任意の θ の線形不偏推定量 θ̃に対して

Var(θ̂) ≤ Var(θ̃)

注. ここでの線形不偏推定量とは, y1, . . . , yn の一次結合
a1y1 + · · ·+ anyn で, θ の不偏推定量となるもののこと.

(証明は省略. テキスト 9章を参照)
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一様最小分散不偏推定量 (1/10)

定理 1 (クラメール－ラオの不等式 (1次元パラメーターの
場合))

X = (X1, . . . , Xn) ∼ P ∈ {Pθ | θ ∈ Θ}, Θ ⊂ R
f(x; θ) : Pθ の確率密度関数 (確率関数)

(仮定) 各 θ0 ∈ Θ に対して θ0 の近傍 U と 関数M(x) が存在し
て, θ ∈ U ならば∣∣∣∣∂f(x; θ)∂θ

∣∣∣∣ ≤ M(x), かつ Eθ0

[{ M(X)

f(X; θ0)

}2
]
< ∞

θ に任意の不偏推定量 θ̂ に対して

Var(θ̂) ≥ 1

J(θ)
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一様最小分散不偏推定量 (2/10)

定理 1 (クラメール－ラオの不等式 (つづき))

ただし,

Eθ[g(X)] =


∫∫

g(x)f(x; θ)dx1 · · · dxn (連続型)

∞∑
j=1

g(xj)f(xj ; θ) (離散型)
,

J(θ) = Eθ

[{ ∂

∂θ
log f(X; θ)

}2
]

であり, J(θ) > 0 と仮定する.

• 定理 1の J(θ) をフィッシャー情報量と呼ぶ.

• Var(θ̂) = 1
J(θ) となる不偏推定量が存在するとき, それを有効

推定量と呼ぶ
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一様最小分散不偏推定量 (3/10)

命題 1 (シュワルツの不等式)

可測関数 g, h に対して

{E[g(X)h(X)]}2 ≤ E[{g(X)}2]E[{h(X)}2]

(証明のヒント)
任意の実数 t に対して

E[{tg(X) + h(X)}2]
= t2E[{g(X)}2] + 2tE[g(X)h(X)] + E[{h(X)}2] ≥ 0

であることから, 2次方程式の判別式を考える.



正規母集団からの統計量の分布 順序統計量 点推定 最小 2 乗法と単回帰モデル 一様最小分散不偏推定量

一様最小分散不偏推定量 (4/10)

補題 1
定理 1 の仮定の下, Eθ[{g(X)}2] < ∞ ならば

d

dθ
Eθ[g(X)] = Eθ

[
g(X)

∂log f(X; θ)

∂θ

]
証明 (連続型の場合)

∫∫
∼ dx1 · · · dxn =

∫
∼ dx と書く.∣∣∣g(x)∂f(x; θ)

∂θ

∣∣∣ ≤ |g(x)|
{ M(x)

f(x; θ0)

}
f(x; θ0),∫

|g(x)|
{ M(x)

f(x; θ0)

}
f(x; θ0)dx = Eθ0

[
|g(X)|

{ M(X)

f(X; θ0)

}]
≤

{
Eθ[{g(X)}2]Eθ0

[{ M(X)

f(X; θ0)

}2
]}1/2

< ∞

(シュワルツの不等式)
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一様最小分散不偏推定量 (5/10)

優収束定理より

d

dθ
Eθ[g(X)] =

d

dθ

∫
g(x)f(x; θ)dx =

∫
g(x)

∂f(x; θ)

∂θ
dx

=

∫
g(x)

∂log f(x; θ)

∂θ
f(x; θ)dx = Eθ

[
g(X)

∂log f(X; θ)

∂θ

]
離散型の場合には, 積分を級数で置き換えればよい.
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一様最小分散不偏推定量 (6/10)

定理 1 の証明
補題 1 で g(x) ≡ 1 ととると

0 = Eθ

[∂ log f(X; θ)

∂θ

]
(1)

θ̂ = θ̂(X) を θ の不偏推定量として, g(x) = θ̂(x) ととると

1 = Eθ

[
θ̂
∂ log f(X; θ)

∂θ

]
(2)

(2)− (1)× θ

1 = Eθ

[
(θ̂ − θ)

∂ log f(X; θ)

∂θ

]
12 ≤ Eθ[(θ̂ − θ)2]Eθ

[{∂ log f(X; θ)

∂θ

}2]
= Var(θ̂)J(θ)
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一様最小分散不偏推定量 (7/10)

定理 7.3 (クラーメル－ラオの不等式)

X = (X1, . . . , Xn) ∼ P ∈ {Pθ |θ ∈ Θ}, Θ ⊂ Rp

f(x; θ) : Pθ の確率密度関数 (確率関数)
γ(θ) : 微分可能な関数

(仮定) 各 θ0に対して, θ0の近傍 U と関数M(x)が存在して,
θ ∈ U ならば∥∥∥∥∂f(x,θ)∂θ

∥∥∥∥ ≤ M(x), かつ, Eθ0

[{
M(X)

f(X,θ0)

}2
]
< ∞

γ(θ)の任意の不偏推定量 γ̂(X)に対して

Var{γ̂(X)} ≥ ·
γ(θ)′J(θ)−1 ·

γ(θ)

が成り立つ.
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一様最小分散不偏推定量 (8/10)

定理 7.3 (クラメール－ラオの不等式 (つづき))

ただし,
·
γ(θ) = ∂γ(θ)/∂θ,

J(θ) = Eθ

[{
∂

∂θ
log f(X,θ)

}{
∂

∂θ
log f(X,θ)

}′]
であり, J(θ)は正則であると仮定する.

J(θ) をフィッシャー情報量行列と呼ぶ. (証明は省略, テキスト
7.3節参照)



正規母集団からの統計量の分布 順序統計量 点推定 最小 2 乗法と単回帰モデル 一様最小分散不偏推定量

一様最小分散不偏推定量 (9/10)

例 7.5 (単回帰モデル)

yi = β0 + β1(xi − x̄) + εi, i = 1, . . . , n

y = Xβ + ε,

y =

y1
...
yn

 , X =

1 x1 − x̄
...

...
1 xn − x̄

 , ε =

ε1
...
εn

 ,β =

(
β0
β1

)

誤差に正規性を仮定すると, y の同時確率密度関数は

f(y;β, σ2) =
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

}



正規母集団からの統計量の分布 順序統計量 点推定 最小 2 乗法と単回帰モデル 一様最小分散不偏推定量

一様最小分散不偏推定量 (10/10)

例 7.5 (単回帰モデル (つづき))

θ = (β′, σ2)′のフィッシャー情報量行列は

J(θ) =

(
1
σ2X

′X O
O n

2σ4

)
ℓ = (ℓ1, ℓ2)

′とすると, γ(β) = ℓ′β の任意の不偏推定量に対して

Var{γ̂(y)} ≥ σ2ℓ′(X ′X)−1ℓ

一方, βの最小 2乗推定量は, β̂ = (X ′X)−1X ′yと表わされ,

Var{ℓ′β̂} = σ2ℓ′(X ′X)−1ℓ.

ℓ′β̂は, ℓ′βの有効推定量であり, したがって一様最小分散不偏推
定量でもある.


