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確率収束 (4/6)

定義 5.1 (確率収束 (convergence in probability))

{Xn} : 確率変数列, θ : 定数, X : 確率変数

∀ε > 0 lim
n→∞

P(|Xn − θ| > ε) = 0

が成り立つとき, {Xn}は θに確率収束するといい,

Xn
p→ θ (n → ∞)

とかく.
∀ε > 0 lim

n→∞
P(|Xn −X| > ε) = 0

が成り立つとき, {Xn}はX に 確率収束するといい,

Xn
p→ X (n → ∞)

とかく.
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確率収束 (5/6)

定理 5.1 (大数の法則 (弱法則))

{Xn} : 互いに独立な確率変数列,
E(Xn) = µ,Var(Xn) = σ2 (n = 1, 2, . . .)

⇒

X̄n =
1

n

n∑
j=1

Xj
p→ µ (n → ∞)
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概収束 (2/7)

定義 5.3 (概収束 (almost surely convergence))

{Xn} : 確率変数列, X : 確率変数
P(limn→∞Xn = X) = 1, すなわち

∃E ⊂ Ω s.t. P(E) = 0, ∀ω ∈ Ω0 = Ω−E lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)

が成り立つとき {Xn}はX に概収束, または確率 1で収束すると
いい,

Xn
a.s.→ X (n → ∞)

とかく.
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概収束 (3/7)

定理 (概収束と同値な条件 (定理 5.7, 注 5.10))

An(ε) = {ω ∈ Ω ; |Xn(ω)−X(ω)| ≤ ε}
Bn(ε) = {ω ∈ Ω ; |Xn(ω)−X(ω)| > ε}

と定義すると次は同値

(i) Xn
a.s.→ X (n → ∞)

(ii) ∀ε P(limn→∞An(ε)) = 1

(iii) ∀ε P(limn→∞Bn(ε)) = 0
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概収束 (7/7)

定理 5.8

Xn
a.s.→ X (n → ∞) ⇒ Xn

p→ X (n → ∞)

(証明は板書で)

定理 5.9 (大数の強法則)

{Xn} : 独立に同一分布に従う確率変数列,
E(Xn) = µ (有限値)

⇒
X̄n

a.s.→ µ (n → ∞)

(参考: 「確率論」西尾真喜子, 第 6章)
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分布収束 (1/12)

定義 5.2 (分布収束 (convergence in distribution))

Fn : 確率変数 Xn の分布関数 (n = 1, 2, . . .),
F : 確率変数 X の分布関数

F の任意の連続点 x で

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

が成り立つとき, Xn は X に分布収束 (または 法則収束)すると
いう. PX を Xn の極限分布といい,

Xn
d→ X (n → ∞) または Xn

d→ PX (n → ∞)

とかく. (PX にはN(0, 1) などの分布を表す記号こともある)
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分布収束 (2/12)

退化した分布
実数 c に対して

P(X = c) = 1

であるとき, X の分布を c に退化した分布といい, U(c) と表す.

U(c) の分布関数は

FX(x) = P(X ≤ x) =

{
0 x < c
1 x ≥ c
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分布収束 (3/12)

例 5.3
{Xn} : 互いに独立な確率変数列,
Xi ∼ U(0, 1) (区間 (0,1)上の一様分布)

Un = max
i≤n

Xi

とする. Unの分布関数は

Fn(u) = P(Un ≤ u) = P(X1 ≤ u, . . . ,Xn ≤ u)

=

n∏
i=1

P(Xi ≤ u) =


0, u ≤ 0
un, 0 < u < 1
1, u ≥ 1

lim
n→∞

Fn(u) = F (u) =

{
0, u < 1
1, u ≥ 1
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分布収束 (4/12)

例 5.3 (つづき)

F (u)は 1に退化した分布 U(1)の分布関数で

Un
d→ U(1)

となる.
Wn = n(1− Un)

Wnの分布関数は

Gn(w) = P(Wn ≤ w) = P(n(1− Un) ≤ w) = P (Un ≥ 1− w/n)

= 1− Fn (1− w/n) =


0, w ≤ 0
1− (1− w/n)n, 0 ≤ w ≤ n
1, w ≥ n
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分布収束 (5/12)

例 5.3 (つづき)

lim
n→∞

Gn(w) = G(w) =

{
0, w ≤ 0
1− e−w, w ≥ 0

G(w)は平均 1をもつ指数分布 Ex(1)の分布関数であるので

Wn
d→ Ex(1)

となる.
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分布収束 (6/12)

定理 5.3
確率変数列X1, X2, . . .がX に確率収束すれば, その確率変数列は
X に分布収束している. すなわち

Xn
p→ X ⇒ Xn

d→ X

が成り立つ. とくに, X ∼ U(c)のときは, 逆も成り立つ. した
がって

Xn
d→ c ⇔ Xn

p→ c.

が成り立つ.
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分布収束 (7/12)

[証明]

F : X の分布関数, Fn : Xn の分布関数 ε > 0

Xn > xかつ |Xn −X| ≤ ε ⇒ X > x− ε

X ≤ x− ε ⇒ Xn ≤ x または |Xn −X| > ε

P(X ≤ x− ε) ≤ P(Xn ≤ x) + P(|Xn −X| > ε)

F (x− ε) ≤ Fn(x) + P(|Xn −X| > ε)

F (x− ε) ≤ lim infn→∞ Fn(x)
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分布収束 (8/12)

X > x+ ε かつ |Xn −X| ≤ ε ⇒ Xn > x

対偶をとると

Xn ≤ x ⇒ X ≤ x+ ε または |Xn −X| > ε

P(Xn ≤ x) ≤ P(X ≤ x+ ε) + P(|Xn −X| > ε)

Fn(x) ≤ F (x+ ε) + P(|Xn −X| > ε)

lim supn→∞ Fn(x) ≤ F (x+ ε)
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分布収束 (9/12)

F (x− ε) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F (x+ ε)

ε → 0 とすると, x が F の連続点ならば

F (x) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F (x)

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)
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分布収束 (10/12)

P(X = c) = 1とし, 逆を示す. このとき

F (x) =

{
0, x < c
1, x ≥ c

であり, x ̸= c ⇒ limn→∞ Fn(x) = F (x).

P(|Xn − c| ≤ ε) ≥ P(c− ε < Xn ≤ c+ ε)

= Fn(c+ ε)− Fn(c− ε)

ε > 0 ならば

lim
n→∞

P(|Xn − c| ≤ ε) ≥ F (c+ ε)− F (c− ε) = 1− 0 = 1.

limn→∞ P(|Xn − c| > ε) = 0.
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分布収束 (11/12)

例 5.4 (定理 5.3の逆の反例)

Ω = {1, 2, 3, 4}, P({ω}) = 1
4 , ω = 1, 2, 3, 4

とし, n = 1, 2, · · · ,に対して

Xn(ω) =

{
1, ω = 1, 2
0, ω = 3, 4

X(ω) =

{
0, ω = 1, 2
1, ω = 3, 4

とすると Xn
d→ X (n → ∞) であるが

∀ω ∈ Ω |Xn(ω)−X(ω)| = 1

なので, 確率収束しない.
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分布収束 (12/12)

定理 5.4 (レヴィの連続定理)

Xn (n = 1, 2, . . .)の特性関数を φn (n = 1, 2, . . .)とする. φn(t)
が各点で φ(t)に収束し, φ(t)が t = 0で連続ならば φ(t) は, ある

確率分布 PX の特性関数であってXn
d→ PX (n → ∞).

[証明は省略 (テキスト参照)]

分布収束と特性関数の収束
φn(t) : 確率変数 Xn の特性関数 (n = 1, 2, . . .)
φ(t) : 確率変数 X の特性関数

Xn
d→ X (n → ∞) ⇔ ∀t φn(t) → φ(t) (n → ∞)
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