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最小 2乗法と単回帰モデル (1/7)

最小 2乗法
モデル

yi = gi(θ1, . . . , θp) + εi, i = 1, . . . , n

gi : 既知関数
θ = (θ1, . . . , θp)

′ : パラメータ
ε1, . . . , ϵn : 誤差, 互いに独立で, 平均 0, 分散 σ2

残差平方和：
n∑

i=1

{yi − gi(θ1, . . . , θp)}2

を最小にするような θ = θ̂ を求める方法を最小 2乗法, θ̂ を最小
2乗推定量という
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最小 2乗法と単回帰モデル (2/7)
単回帰モデル

(y1, x1), . . . , (yn, xn) : データ

yi = α+ βxi + εi, i = 1, . . . , n

を単回帰モデルと呼ぶ.

仮定

(1) (α, β) : 未知パラメータ

(2) x1, . . . , xn : 既知定数

(3) ε1, . . . , εn : 互いに独立な確率変数

(4) E(εi) = 0, Var(εi) = σ2, i = 1, . . . , n

yi を目的変数 (応答変数), xi を説明変数, β を回帰係数 と呼ぶ
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最小 2乗法と単回帰モデル (3/7)

残差平方和

Q(α, β) =

n∑
i=1

{yi − α− βxi}2

(α, β) の最小 2乗推定量は

α̂ = ȳ − β̂x̄, β̂ =
sxy
s2x

,

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi, x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi,

sxy =

n∑
i=1

(yi − ȳ)(xi − x̄), s2x = sxx =

n∑
i=1

(xi − x̄)2,

(証明は板書で)
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最小 2乗法と単回帰モデル (4/7)

定理 7.1

(1) E(α̂) = α, E(β̂) = β

(2) Var(α̂) = σ2
( 1
n
+

x̄2

sxx

)
, Var(β̂) =

σ2

sxx
, Cov(α̂, β̂) = −σ2x̄

sxx

補題 1
確率行列 X = (Xij) (m× n) の平均は, 次のように定義される.

E(X) =

E(X11) · · · E(X1n)
...

...
E(Xm1) · · · E(Xmn)


A (p×m), B (n× q),C (p× q) を定数行列とすると,
E(AXB+C) = AE(X)B+C が成り立つ.

(証明は板書で)
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最小 2乗法と単回帰モデル (5/7)

定理 7.2 (ガウスーマルコフの定理)

単回帰モデル yi = α+ βxi + εi (i = 1, . . . , n)
において

E(εi) = 0, Var(εi) = σ2, Cov(εi, εj) = 0 (i ̸= j = 1, . . . , n)

とする. 定数 ℓ1, ℓ2 に対して

(1) θ̂ = ℓ1α̂+ ℓ2β̂ は, θ = θ(α, β) = ℓ1α+ ℓ2β の線形不偏推定量

(2) 任意の θ の線形不偏推定量 θ̃に対して

Var(θ̂) ≤ Var(θ̃)

注. ここでの線形不偏推定量とは, y1, . . . , yn の一次結合
a1y1 + · · ·+ anyn で, θ の不偏推定量となるもののこと.

(証明は省略. テキスト 9章を参照)
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一様最小分散不偏推定量 (1/10)

定理 1 (クラメール－ラオの不等式 (1次元パラメーターの
場合))

X = (X1, . . . , Xn) ∼ P ∈ {Pθ | θ ∈ Θ}, Θ ⊂ R
f(x; θ) : Pθ の確率密度関数 (確率関数)

(仮定) 各 θ0 ∈ Θ に対して θ0 の近傍 U と 関数M(x) が存在し
て, θ ∈ U ならば∣∣∣∣∂f(x; θ)∂θ

∣∣∣∣ ≤ M(x), かつ Eθ0

[{ M(X)

f(X; θ0)

}2
]
< ∞

θ の任意の不偏推定量 θ̂ に対して

Var(θ̂) ≥ 1

J(θ)
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一様最小分散不偏推定量 (2/10)

定理 1 (クラメール－ラオの不等式 (つづき))

ただし,

Eθ[g(X)] =


∫∫

g(x)f(x; θ)dx1 · · · dxn (連続型)

∞∑
j=1

g(xj)f(xj ; θ) (離散型)
,

J(θ) = Eθ

[{ ∂

∂θ
log f(X; θ)

}2
]

であり, J(θ) > 0 と仮定する.

• 定理 1の J(θ) をフィッシャー情報量と呼ぶ.

• Var(θ̂) = 1
J(θ) となる不偏推定量が存在するとき, それを有効

推定量と呼ぶ
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一様最小分散不偏推定量 (3/10)

命題 1 (シュワルツの不等式)

可測関数 g, h に対して

{E[g(X)h(X)]}2 ≤ E[{g(X)}2]E[{h(X)}2]

(証明のヒント)
任意の実数 t に対して

E[{tg(X) + h(X)}2]
= t2E[{g(X)}2] + 2tE[g(X)h(X)] + E[{h(X)}2] ≥ 0

であることから, 2次方程式の判別式を考える.
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一様最小分散不偏推定量 (4/10)

補題 2
定理 1 の仮定の下, Eθ[{g(X)}2] < ∞ ならば

d

dθ
Eθ[g(X)] = Eθ

[
g(X)

∂log f(X; θ)

∂θ

]
証明 (連続型の場合)

∫∫
∼ dx1 · · · dxn =

∫
∼ dx と書く.∣∣∣g(x)∂f(x; θ)

∂θ

∣∣∣ ≤ |g(x)|
{ M(x)

f(x; θ0)

}
f(x; θ0),∫

|g(x)|
{ M(x)

f(x; θ0)

}
f(x; θ0)dx = Eθ0

[
|g(X)|

{ M(X)

f(X; θ0)

}]
≤
{
Eθ[{g(X)}2]Eθ0

[{ M(X)

f(X; θ0)

}2
]}1/2

< ∞

(シュワルツの不等式)
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一様最小分散不偏推定量 (5/10)

優収束定理より

d

dθ
Eθ[g(X)] =

d

dθ

∫
g(x)f(x; θ)dx =

∫
g(x)

∂f(x; θ)

∂θ
dx

=

∫
g(x)

∂log f(x; θ)

∂θ
f(x; θ)dx = Eθ

[
g(X)

∂log f(X; θ)

∂θ

]
離散型の場合には, 積分を級数で置き換えればよい.
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一様最小分散不偏推定量 (6/10)
定理 1 の証明
補題 2 で g(x) ≡ 1 ととると

0 = Eθ

[∂ log f(X; θ)

∂θ

]
(1)

θ̂ = θ̂(X) を θ の不偏推定量として, g(x) = θ̂(x) ととると

1 = Eθ

[
θ̂
∂ log f(X; θ)

∂θ

]
(2)

(2)− (1)× θ

1 = Eθ

[
(θ̂ − θ)

∂ log f(X; θ)

∂θ

]
12 ≤ Eθ[(θ̂ − θ)2]Eθ

[{∂ log f(X; θ)

∂θ

}2]
= Var(θ̂)J(θ)
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一様最小分散不偏推定量 (7/10)

定理 7.3 (クラーメル－ラオの不等式)

X = (X1, . . . , Xn) ∼ P ∈ {Pθ |θ ∈ Θ}, Θ ⊂ Rp

f(x; θ) : Pθ の確率密度関数 (確率関数)
γ(θ) : 微分可能な関数

(仮定) 各 θ0に対して, θ0の近傍 U と関数M(x)が存在して,
θ ∈ U ならば∥∥∥∥∂f(x,θ)∂θ

∥∥∥∥ ≤ M(x), かつ, Eθ0

[{
M(X)

f(X,θ0)

}2
]
< ∞

γ(θ)の任意の不偏推定量 γ̂(X)に対して

Var{γ̂(X)} ≥ ·
γ(θ)′J(θ)−1 ·

γ(θ)

が成り立つ.
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一様最小分散不偏推定量 (8/10)

定理 7.3 (クラメール－ラオの不等式 (つづき))

ただし,
·
γ(θ) = ∂γ(θ)/∂θ,

J(θ) = Eθ

[{
∂

∂θ
log f(X,θ)

}{
∂

∂θ
log f(X,θ)

}′]
であり, J(θ)は正則であると仮定する.

J(θ) をフィッシャー情報量行列と呼ぶ. (証明は省略, テキスト
7.3節参照)
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一様最小分散不偏推定量 (9/10)

例 7.5 (単回帰モデル)

yi = β0 + β1(xi − x̄) + εi, i = 1, . . . , n

y = Xβ + ε,

y =

y1
...
yn

 , X =

1 x1 − x̄
...

...
1 xn − x̄

 , ε =

ε1
...
εn

 ,β =

(
β0
β1

)

誤差に正規性を仮定すると, y の同時確率密度関数は

f(y;β, σ2) =
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
(y −Xβ)′(y −Xβ)

}
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一様最小分散不偏推定量 (10/10)

例 7.5 (単回帰モデル (つづき))

θ = (β′, σ2)′のフィッシャー情報量行列は

J(θ) =

(
1
σ2X

′X O
O n

2σ4

)
ℓ = (ℓ1, ℓ2)

′とすると, γ(β) = ℓ′β の任意の不偏推定量に対して

Var{γ̂(y)} ≥ σ2ℓ′(X ′X)−1ℓ

一方, βの最小 2乗推定量は, β̂ = (X ′X)−1X ′yと表わされ,

Var{ℓ′β̂} = σ2ℓ′(X ′X)−1ℓ.

ℓ′β̂は, ℓ′βの有効推定量であり, したがって一様最小分散不偏推
定量でもある.
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十分統計量 (1/9)

定義 7.2
X = (X1, . . . , Xn)

′ ∼ P, P ∈ P = {Pθ; θ ∈ Θ}とする. 統計量
T = T (X)は, T = tを与えたときのX の条件付き分布が θに無
関係であるとき, θあるいは, 分布族Pの十分統計量であるという.

例 7.6
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ B(1, p), T =
∑n

i=1Xi ∼ B(n, p)

xi = 0 または 1, t =
∑n

i=1 xi とすると

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn|T = t) =
P(X1 = x1, . . . , Xn = xn, T = t)

P(T = t)

=
pt(1− p)n−t

nCtpt(1− p)n−t
=

1

nCt

したがって, T は p の十分統計量
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十分統計量 (2/9)

定理 7.4 (ラオ－ブラックウエルの定理)

X = (X1, . . . , Xn)
′ ∼ P, P ∈ P = {Pθ; θ ∈ Θ}

T = T (X) : 十分統計量
γ̂(X) : γ(θ)の不偏推定量

γ∗(T ) = E{γ̂(X)|T}と定義すると

E{γ∗(T )} = γ(θ) かつ Var{γ∗(T )} ≤ Var{γ̂(X)}

が成立する. (証明は板書で)

注. γ∗(T )は θに無関係であるので, 推定量として用いることがで
きる.
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十分統計量 (3/9)

定理 7.5 (分解定理)

f(x;θ) : X = (X1, . . . , Xn)
′の確率密度関数

T (X)が θの十分統計量であるための必要十分条件は,

f が非負値関数 g, hを用いて

f(x;θ) = g(x)h(T (x);θ)

と書けること. (証明は省略, テキスト p153 参照)
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十分統計量 (4/9)

定義 7.3 (完備十分統計量)

T は θの十分統計量であるとする.

任意の θ ∈ Θに対して, Eθ{g(T (X))} = 0 ⇒ 確率 1で
g(T (X)) = 0

が成り立つとき T は完備であるという.

例 7.6 (続き)

X1, . . . , Xn
i.i.d.∼ B(1, p), T =

∑n
i=1Xi ∼ B(n, p)

T は p の完備十分統計量である. (証明は板書で)
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十分統計量 (5/9)

定理 7.6
{fθ; θ ∈ Θ}を次で与えられる分布族とする.

fθ(x) = exp

{
p∑

i=1

ηi(θ)Ti(x) +D(θ) + S(x)

}
.

x ∈ Rq, θ = (θ1, . . . , θp)
′ ∈ Θ, Θ は Rpの開区間,

T1, . . . , Tp, S : Rq 上で定義された関数
DはΘ上で定義された関数

p ≤ qであり, η(θ) = (η1(θ), . . . , ηp(θ))
′によるΘの像 η(Θ)が,

Rpの開集合を含むとすると

T = (T1(X), . . . , Tp(X))′

は θの完備十分統計量.
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十分統計量 (6/9)

定理 7.7 (完備十分統計量と一様最小分散不偏推定量)

X = (X1, . . . , Xn)
′ ∼ P, P ∈ P = {Pθ; θ ∈ Θ}

T = T (X) : θの完備十分統計量

γ̂(T )が γ(θ)の不偏推定量
⇒ γ̂(T )は一様最小分散不偏推定量

(証明は板書で)
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十分統計量 (7/9)

例 7.7
X1, . . . , Xnを正規母集団N(µ, σ2)からのランダム標本とする.
X1, . . . , Xnの同時確率密度関数は

f(x1, . . . , xn;µ, σ
2)

=
1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2

(
n∑

i=1

(xi − x̄n)
2 + nx̄2n

)
+

nµ

σ2
x̄n − nµ2

2σ2

}

と表されるので
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十分統計量 (8/9)

例 7.7 (続き)

T = (T1, T2)
′ =

(
n∑

i=1

(Xi − X̄n)
2 + nX̄2

n, X̄n

)′

は完備十分統計量である. 定理 6.8より標本分散

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2 =

1

n− 1
(T1 − nT2)

は, σ2の不偏推定量であり,
定理 7.7より, 一様最小分散不偏推定量
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十分統計量 (9/9)

例 7.7 (続き)

N(µ, σ2)のフィッシャー情報量行列は(
1
σ2 0
0 1

2σ4

)
となるので, 系 7.1より, σ2の不偏推定量 σ̂2に関する情報量不等
式は Var{σ̂2} ≥ σ4

2n となる. 定理 6.8と χ2
n−1の分散が 2(n− 1)と

なることから

Var(S2
n) =

2σ4

n− 1

となり, 情報量不等式の下限より大きくなる. したがって, σ2の有
効推定量は存在しない.
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