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母集団分布と統計モデル (1/15)

例 1 (日本の小学 6年生の平均身長が知りたい)

·

小学校６年生
全員

平均 µ

Sample

Sampling
Sample

x1, x2, . . . , xn

�

µ̂ = x̄ =
1

n

n∑
j=1

xj

推定

小学 6年生全員の身長を調べるのは大変！
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母集団分布と統計モデル (2/15)

重要な語句
• 母集団 (population)：実験や調査の対象

• 有限母集団：対象の個数が有限 (例. 日本人全員)
• 無限母集団：対象の個数が無限 (例. 生産システムでの不良品
率の調査)

• 標本抽出 (sampling)：対象の一部を取り出すこと
• 標本 (sample)：取り出された対象
• 標本数 (sample size)：取り出された対象の数 (n で表すことが
ほとんど)

• 実現値：観測された値 x1, . . . , xn

• 標本値：抽出された対象の特性値 (ここでは µ̂ = x̄)
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母集団分布と統計モデル (3/15)

疑問点

Population

平均 µ

Sample1

x11, x12, . . . , x1n
x̄1

Sample2

x21, x22, . . . , x2n
x̄2

• µ̂ = x̄ は母集団全体での平均 µ に近い値をとるのか？

• 標本を取り直すと x̄ の値も変わるが, どのくらい値が変わる
のか？
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母集団分布と統計モデル (4/15)

定義 6.1 (無作為抽出)

母集団に含まれるどの対象も同じ確率で選ばれるような方法で
標本を取り出すこと

1. 復元抽出：母集団に含まれる対象をひとつづつ選んでゆくと
き, 前に選ばれた対象も何度も選べる抽出法（標本は独立）

2. 非復元抽出：どの対象も一度しか選べない抽出法（標本は独立
でないが, 標本数に比べ母集団が大きいときは独立と見なして
もよい）
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母集団分布と統計モデル (5/15)

定義 6.2 (母集団分布)

母集団分布：母集団から対象を 1つ無作為抽出して, 特性X の値
を測定するときの, 確率変数Xの分布を母集団分布,

母平均, 母分散：X の平均を母平均, 分散を母分散という.
実現値：実際に測定することによって得られた X の値 x

例 2 (不良品の調査)

母集団：ある製品の在庫. 不良品が 100× pパーセント含まれて
いるとする

母集団から無作為に製品を 1個取り出して,
不良品なら X = 1, 良品なら X = 0 とする

X の母集団分布は, 繰り返し数 1, 成功確率 p の二項分布
母平均は p, 母分散は p(1− p)
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母集団分布と統計モデル (6/15)

例 2 (不良品の調査（つづき）)

復元抽出で無作為に n 個標本を取り出し, 不良品かどうかを表す
変数を

X1, . . . , Xn

とすると, X1, . . . , Xn は独立に, 母集団分布と同じ分布 (B(1, p))
に従がう.

非復元抽出で無作為に n 個標本を取り出す場合
母集団に含まれる製品の個数を N 個とし, その内, m 個が不良品
であるとすると母集団分布は B(1, mN )

X1 = · · · = Xn−1 = 1のときの Xn の条件付分布：B(1, m−n+1
N−n+1)

X1 = · · · = Xn−1 = 0のときの Xn の条件付分布：B(1, m
N−n+1)

n が N に比べて十分小さいときは, 復元抽出の場合とほぼ同じ
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母集団分布と統計モデル (7/15)

母集団分布の分布関数 (有限母集団の場合)

母集団に属する対象の個数をN 個とする
x1, . . . , xN：各対象の特性X の値

X の母集団分布の分布関数は

F (x) = P(X ≤ x) =
xi ≤ xである xiの個数

N

⇒ テキスト 113ページ, 例 6.2
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母集団分布と統計モデル (8/15)

定義 6.3 (標本と母集団分布の数学的な定義)

確率変数 X1, . . . , Xnが互いに独立で, 同一の確率分布 Pに従う
とき, X1, . . . , Xnは, 分布 Pからの大きさ nのランダム標本, あ
るいは無作為標本といい, Pを母集団分布という.

注 6.1 (i.i.d.)

X1, . . . , Xn が独立 (independently)に, 同一の (identically)分布 P
に従う (distributed) とき,

X1, . . . , Xn ∼ i.i.d. P

と書く
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母集団分布と統計モデル (9/15)
Population

X ∼ P : 母集団分布
E(X) = µ

Var(X) = σ2

復元抽出

Sample

X1, X2, . . . , Xn

?

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi

X1, X2, . . . , Xn ∼ i.i.d. P, E(Xi) = µ, Var(Xi) = σ2

X̄n
p→ µ (n → ∞),

P(|X̄n − µ| ≤ δ) ≈ P(|Z| ≤
√
nδ√
σ2

), Z ∼ N(0, 1)(√
nδ√
σ2

= 1.96 ⇒ P(|X̄n − µ| ≤ δ) ≈ 0.95

)
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母集団分布と統計モデル (10/15)

定義 6.4
(統計モデル) 母集団分布が, ある確率分布の集まり

P = {Pθ; θ ∈ Θ}, Θ ⊂ Rp (pはある自然数)

に属すると想定されるとき, P を母集団分布の統計モデルという.
このとき, θを母数, Θを母数空間とよぶ.
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母集団分布と統計モデル (11/15)

例 6.3 (くり返し測定モデル)

x1, . . . , xn：未知の量 µをくり返して測定して得られる観測値

母集団：測定対象を無限回測定して得られるすべての値

⇒ x1, . . . , xnは, 無限母集団からの大きさ nの標本
X1, . . . , Xnの実現値

くり返し測定に対してよく想定される統計モデル：

Xi = µ+ εi, i = 1, . . . , n
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母集団分布と統計モデル (12/15)

例 6.3 (くり返し測定モデル (つづき))

Xi = µ+ εi, i = 1, . . . , n

繰り返しモデルに関する仮定

(1) ε1, . . . , εnは互い独立である.

(2) ε1, . . . , εnは, それぞれ, 同一分布に従う.

(3) E{εi} = 0, i = 1, . . . , n.

(4) Var[εi] = σ2, i = 1, . . . , n.

ここに, −∞ < µ < ∞, σ2 > 0.

(5) ε1, . . . , εnは正規分布に従う.

⇒ X1, . . . , Xn ∼ i.i.d. N(µ, σ2).
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母集団分布と統計モデル (13/15)

定義 6.5 (経験分布関数)

X1, . . . , Xn：ある分布 Pからの大きさ nのランダム標本
x1, . . . , xn：その実現値
x1, . . . , xnから定義される関数

Fn(x) =
xi ≤ xである xiの個数

n

を経験分布関数という.
n個のランダム標本X1, . . . , Xn の経験分布関数は形式上, 全く同
じ記号を用いて

Fn(x) =
Xi ≤ xであるXiの個数

n

と定義される.
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母集団分布と統計モデル (14/15)

確率変数X∗ ： 離散型確率変数, P(X∗ = xi) = 1/n, i = 1, . . . , n
⇒ X∗ の分布関数は Fn(x)

経験分布関数によって定まる離散型分布, すなわち X∗ の分布
を経験分布とよぶ.
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母集団分布と統計モデル (15/15)

定理 6.1 (経験分布関数の性質)

X1, . . . , Xn：ある分布 Pからの大きさ nのランダム標本

F (x)：分布 Pの分布関数

Fn：ランダム標本から定義される経験分布関数
⇒
(1) nFn(x) ∼ B(n, F (x)).

(2) Fn(x)
p→ F (x).

(3)
√
n{Fn(x)− F (x)} d→ N(0, F (x)(1− F (x))).

(証明は板書で)
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統計量の分布 (1/8)

定義 6.6
統計量
t(x1, . . . , xn) : n変数のボレル可測関数,
未知パラメータは含まれないものとする.
X1, . . . , Xn : ランダム標本
⇒ T = t(X1, . . . , Xn)を統計量とよぶ.

統計量の分布や, その特性値が知りたい.
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統計量の分布 (2/8)

例. 統計量の分布 (数値実験)

母集団

X ∼ U(−1, 1)
一様分布

標本 1

x
(1)
1 , . . . , x

(1)
n

- x̄1 =
1

n

n∑
j=1

x
(1)
j

...
...

標本 k

x
(k)
1 , . . . , x

(k)
n

- x̄k =
1

n

n∑
j=1

x
(k)
j
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統計量の分布 (3/8)

例. 統計量の分布 (数値実験)(つづき)

標本平均の分布

−1 10

300
n = 10, k = 1000

−1 10

300
n = 50, k = 1000

x̄ = 0 を中心にほぼ左右対称に分布している
標本数 (n) が大きくなると, 分布の「幅」が狭くなる
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統計量の分布 (4/8)

例. 統計量の分布 (数値実験)(つづき)

最大値の分布 (t = max{x1, . . . , xn})

−1 10

300
n = 5, k = 1000

−1 10

300
n = 20, k = 1000

右側に偏った分布
標本数 (n) が大きくなると, 分布の「幅」が狭くなる
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統計量の分布 (5/8)

定義 6.7
標本平均, 標本分散
X1, . . . , Xn : ランダム標本

X̄n = 1
n

n∑
i=1

Xi, S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2

をそれぞれ, 標本平均, 標本分散とよぶ.
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統計量の分布 (6/8)

Pn : ランダム標本 X1, . . . , Xn の経験分布
X∗ : Pn に従う確率変数

⇒

E(X∗) =

n∑
i=1

XiP(X
∗ = Xi) =

1

n

n∑
i=1

Xi = X̄n

Var(X∗) =

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2P(X∗ = Xi) =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2

標本平均は, 経験分布の平均

標本分散は, 経験分布の分散の
n

n− 1
倍
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統計量の分布 (7/8)

定理 6.2
X1, . . . , Xnをランダム標本とし

E(Xi) = µ, Var(Xi) = σ2, i = 1, . . . , n

とする. このとき次が成り立つ.

(1) E(X̄n) = µ.

(2) Var(X̄n) =
1
nσ

2.

(3) E(S2
n) = σ2.

(証明 は (3) のみ板書で)

25 / 47



母集団分布と統計モデル 統計量の分布 正規母集団からの統計量の分布
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統計量の分布 (8/8)

定理 6.3
定理 6.2と同じ仮定のもとで次が成り立つ.

(1)

√
n(X̄n − µ)

σ

d→ N(0, 1).

(2) S2
n

p→ σ2.

(3)

√
n(X̄n − µ)

Sn

d→ N(0, 1).

(証明は板書で)
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正規母集団からの統計量の分布 (1/10)

母集団分布が正規分布の場合
標本平均と標本分散の関数の分布を導出する.
平均や分散に関する「区間推定」や「検定」で必要となる.

定理 6.8
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ N(µ, σ2)とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) X̄n ∼ N(µ, σ2/n).

(2) (n− 1)S2
n/σ

2 ∼ χ2
n−1.

(3) X̄nと Snは互いに独立である.

(証明には, 定義といくつかの定理が必要)
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正規母集団からの統計量の分布 (2/10)

定義 6.1
カイ 2乗分布 確率変数X の確率密度関数が

f(x) =


1

Γ(n2 )2
n/2

e−x/2xn/2−1, x > 0

0, x ≤ 0

で与えられるとき, X は自由度 nのカイ 2乗分布に従うといい,
X ∼ χ2

nとかく.
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正規母集団からの統計量の分布 (3/10)

X = (X1, . . . , Xn)
′の確率密度関数が

f(x1, . . . , xn) = (2π)−n/2|Σ|−1/2 exp

{
−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

}
と表せるとき, n次元正規分布に従うといい,
X ∼ Nn(µ,Σ)と書く. ここで,

x =

x1
...
xn

 , µ =

µ1
...
µn

 , Σ =

σ11 · · · σ1n
...

. . .
...

σn1 · · · σnn

 .

パラメータ µは任意の定数, すなわち, −∞ < µi < ∞
(i = 1, . . . , n)で, Σは正定値行列である.
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正規母集団からの統計量の分布 (4/10)

命題 1
Z = (Z1, . . . , Zn)

′, Z1, . . . , Zn
i.i.d.∼ N(0, 1) とする.

(1) Z ∼ Nn(0, In)
ただし, In は n次単位行列.

(2) A : n次正則行列, b : n次元ベクトル
AZ + b ∼ Nn(b, AA′)

(3) X ∼ Nn(µ,Σ)
⇒ E(X) = µ,Var(X) = Σ,
φX(t) := E(eit

′X) = exp(it′µ− t′Σt/2)

(4) B : m× n 行列, rankB = m, b : m 次元ベクトル,
X ∼ Nn(µ,Σ), Y = BX + b

⇒ Y ∼ Nm(Bµ+ b, BΣB′)

((3), (4) はテキストの定理 6.5, 証明は板書で)
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正規母集団からの統計量の分布 (5/10)

定理 6.7
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ N(0, 1)とし, V = X2
1 + · · ·+X2

nとする. このと
き, V ∼ χ2

n である.
(証明は板書)

定理 6.8
X1, . . . , Xn

i.i.d.∼ N(µ, σ2)とする. このとき, 次が成り立つ.

(1) X̄n ∼ N(µ, σ2/n).

(2) (n− 1)S2
n/σ

2 ∼ χ2
n−1.

(3) X̄nと Snは互いに独立である.
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正規母集団からの統計量の分布 (6/10)

(証明のポイント)
X = (X1, . . . , Xn)

′ ⇒ X ∼ Nn(µ1n, σ
2In) (1n = (1, . . . , 1)′)

H : 第 1行が (1/
√
n, . . . , 1/

√
n)である n次の直交行列

Y = (Y1, . . . , Yn)
′ = HX

と定めると

Y ∼ Nn(µH1n, σ
2In)

と定めると

E(Y ) = µ


1/

√
n · · · 1/

√
n

∗ · · · ∗
...

...
∗ · · · ∗


1
...
1

 =


√
nµ
0
...
0


Y1, . . . , Yn は独立, Y1 ∼ N(

√
nµ, σ2), Y2, . . . , Yn

i.i.d.∼ N(0, σ2)
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正規母集団からの統計量の分布 (7/10)

定義 6.10
(t-分布) 確率変数 T の確率密度関数が

fT (t) =
Γ
(
1
2(n+ 1)

)
√
nπΓ

(
1
2n

) (
1 + 1

n t
2
)−(n+1)/2

で与えられるとき, X は自由度 nの t-分布に従うといい, T ∼ tn
とかく.

定理 6.9
X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2

n, X と Y は独立とする. このとき

T =
X√
Y/n

∼ tn

(証明は省略, テキスト 125ページ参照)
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正規母集団からの統計量の分布 (8/10)

注 6.5
正規母集団N(µ, σ2)からの大きさ nの標本X1, . . . , Xn に基づく
標本平均, 標本分散を X̄n, S

2
nとする. このとき

T = t(X1, . . . , Xn) =

√
n(X̄n − µ)

Sn
∼ t2n−1
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定義 6.11
F -分布確率変数 V の確率密度関数が

fV (v) =


Γ
(
1
2(m+ n)

)
Γ
(
1
2m

)
Γ
(
1
2n

) (m
n

)m/2
vm/2−1

(
1 +

m

n
v
)−(m+n)/2

,

v > 0

0, v ≤ 0

で与えられるとき, V は自由度m,nの F -分布に従うといい,
V ∼ Fm,nとかく.
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正規母集団からの統計量の分布 (10/10)

定理 6.10
X ∼ χ2

m, Y ∼ χ2
n, X と Y は独立とする. このとき

V =
X/m

Y/n

は自由度m,nの F -分布に従う.

(証明は省略, テキスト 127ページ参照)
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