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4.2 F -分布

µの信頼区間

X1, . . . ,Xn
i.i.d.∼ Np(µ,Σ) のとき, µ の信頼領域を考える.

Σ が既知の場合：X̄ = n−1
∑n

i=1Xi とすると, X̄ は平均 µ
の推定量である. このとき

n(X̄ − µ)′Σ−1(X̄ − µ) ∼ χ2
p

である. χ2
p の上側 5%点を χ2

p(0.05) とすると

P
(
n(X̄ − µ)′Σ−1(X̄ − µ) ≤ χ2

p(0.05)
)
= 0.95

であるから,
µ ∈ D := {µ |n(X̄ − µ)′Σ−1(X̄ − µ) ≤ χ2

p(0.05)} が成り立
つ確率が 95% となる.

区間D は µ の信頼係数 95%の信頼領域となる.
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4.2 F -分布

µの信頼領域 (続き)

Σ が未知の場合：Σを, その推定量
S = (n− 1)−1

∑n
i=1(Xi − X̄)(Xi − X̄)′ で置き換えた領域

を考える.

T 2 = n(X̄ − µ)′S−1(X̄ − µ)

は n を大きくすると, χ2
p に分布収束するので, n が大きけ

れば,

{µ |n(X̄ − µ)′S−1(X̄ − µ) ≤ χ2
p(0.05)}

は信頼係数がほぼ 95%の信頼領域となる.

n が大きくない場合に信頼係数が 95% となるような区間を
求めるためには, χ2

p(0.05) を T 2 の分布の上側 5%点で置き
換える必要がある.
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4.2 F -分布

定義

F -分布
定義 X と Y が独立で, X ∼ χ2

m, Y ∼ χ2
n であるとき

U =
X/m

Y/n

の従う分布を自由度 m,n の F -分布といい, U ∼ Fm,n と
書く.

※ X1, . . . ,Xn
i.i.d.∼ Np(µ,Σ)のとき

T 2 = n(X̄ − µ)′S−1(X̄ − µ)

とすると
n− p

(n− 1)p
T 2 ∼ Fp,n−p
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4.2 F -分布

F -分布の確率密度関数

U ∼ Fm,n の確率密度関数は

f(u;m,n)

=


Γ[(m+ n)/2]

Γ(m/2)Γ(n/2)

(m
n

)m/2
um/2−1

(
1 +

m

n
u
)−(m+n)/2

(u > 0)

0 (u ≤ 0)

(m,n ∈ N)

注 4.2.1) この確率密度関数によって Fm,n を定義してもよ
い. この場合, m,n は自然数でなくてもよい.

7 / 23



4.2 F -分布

Memo
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4.2 F -分布

F -分布の特性

1. Fm,n は 常に右に歪んだ分布であり, m が大きくなれば対
称な分布に, n が大きくなれば 自由度 m のカイ 2乗分
布を m で割った分布に近づく.
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4.2 F -分布

分布の特性（続き）

2. U ∼ Fm,n のとき

E[U ] =
n

n− 2
(n ≥ 3), Var[U ] =

2n2(n+m− 2)

m(n− 2)2(n− 4)
(n ≥ 5)

n ≥ 2r + 1 ならば

E[U r] =
( n

m

)rm(m+ 2) · · · {m+ (2(r − 1))}
(n− 2)(n− 4) · · · (n− 2r)

3. T ∼ tn のとき T 2 ∼ F1,n である.
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4.2 F -分布

レポート問題６

特性 2, 3 を示せ.
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4.2 F -分布

4.3. 一元配置分散分析
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4.2 F -分布

問題設定

データ: ある湖の 4地点で取られた酸素溶解量の無作為標本

地点 酸素溶解量 (%) 平均
A1 7.8 6.4 8.2 6.9 7.324
A2 6.7 6.8 7.1 6.9 7.3 6.960
A3 7.2 7.4 6.9 6.4 6.5 6.880
A4 6.0 7.4 6.5 6.9 7.2 6.8 6.800

問題: 4地点における酸素融解量に有意な差はあるか?
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4.2 F -分布

問題設定（続き）

モデル化: 要因Aについて k個の水準A1, . . . , Akを考え, そ
れぞれの水準における次の標本が得られるとする.

第 1水準 : Y11, . . . , Y1n1

...
...

第 k水準 : Yk1, . . . , Yknk

,

統計モデル:

Yi1, . . . , Yini

i.i.d.∼ N(µi, σ
2) (i = 1, . . . , k)

(水準が異なれば独立)

仮説検定問題:

H0 : µ1 = · · · = µk (帰無仮説)

H1 : µ1, . . . , µk のうちどれかは異なる (対立仮説)

14 / 23



4.2 F -分布

検定統計量

郡内平方和：Ȳi = n−1
i

∑ni

j=1 Yij とおくと

W = min
(µ1,...,µk)∈Rk

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − µi)
2 =

k∑
i=1

min
µi∈R

ni∑
j=1

(Yij − µi)
2

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi)
2 (郡内平方和と呼ぶ)

平方和：Ȳ = n−1
∑k

i=1

∑ni

j=1 Yij (n =
∑k

i=1 ni) とおくと

S2
0 = min

µ∈R

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − µ)2 =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳ )2 (平方和)
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4.2 F -分布

検定統計量（続き）

平方和の分解：

B = S2
0 −W =

k∑
i=1

ni∑
j=1

{(Yij − Ȳ )2 − (Yij − Ȳi)
2}

=
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Ȳi − Ȳ )(2Yij − Ȳ − Ȳi) =
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Ȳi − Ȳ )2

=
k∑

i=1

ni(Ȳi − Ȳ )2 (群間平方和と呼ぶ)

S2
0 = B +W =

k∑
i=1

ni(Ȳi − Ȳ )2 +
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi)
2

が成り立つ.
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4.2 F -分布

検定統計量（続き）

定理 4.3.1 B と W は独立であり W/σ2 ∼ χ2
n−k. H0 が正し

いときはB/σ2 ∼ χ2
k−1 が成り立つ. 従って H0 の下で

T =
B/(k − 1)

W/(n− k)
∼ Fk−1,n−k

※ H0 が正しいとき, (k − 1)−1B, (n− k)−1W はともに σ2

の不偏推定量となるが, H0 が正しくない (H1が正しい)
ときは E[(k − 1)−1B] > σ2 であることがわかる.

T > c のとき, H0 を棄却する検定方法を考えることができ
る. c として, Fk−1,n−k の上側 5%点を得れべば，優位水準
5% の検定となる.
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4.2 F -分布

平方和の2次形式による表現

Yi = (Yi1, . . . , Yini
)′ (i = 1, . . . , k) とし,

Y =

Y1
...
Yk

 , D =


1n1 0 · · · 0
0 1n2 · · · 0
...

. . .

0 · · · 0 1nk


とすると

(D′D)−1D′Y = (Ȳ1, . . . , Ȳk)
′

D(D′D)−1D′Y = (1′
n1
Ȳ1, . . . ,1

′
nk
Ȳk)

′

より

W = Y ′(In −D(D′D)−1D′)Y
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4.2 F -分布

Memo
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4.2 F -分布

B と W の独立性

Q = D(D′D)−1D′, P =
1

n
1n1

′
n とおくと

PY =
1

n
1n1

′
nY = (1′

n1
Ȳ , . . . ,1′

n1
Ȳ )

B = (QY − PY )′(QY − PY ) = Y ′(Q− P )Y

となる.
εij = Yij − µi (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , ni) ,
ε = (ε11, . . . , ε1n1 , . . . , εknk

), µ = (1′
n1
µ1, . . . ,1

′
nk
µk)

′

とおくと ε11, . . . , εknk

i.i.d.∼ N(0, σ2) で,

B = (ε+ µ)′(Q− P )(ε+ µ),

W = (ε+ µ)′(In −Q)(ε+ µ) = ε′(In −Q)ε

となり, (In −Q)(Q− P ) = On×n となるから,
B と W は独立となる.
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4.2 F -分布

Memo
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4.2 F -分布

Memo
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4.2 F -分布

検定結果

酸素溶解量のデータで仮説検定を行ってみると,
n = 20, k = 4で, F3,16 の上側 5%点は, 3.2389である.

T =
0.7180/3

4.2675/16
= 0.8973

となるので, 有意水準 5%で仮説を棄却できない.
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