
統計力学演習 No.4（大正準集団、理想量子統計の分布関数） 令和元年 10月 24日

問 1. 熱力学の関係式

(a) Gibbsの自由エネルギー G(T, p,N) = F + pV について、示量変数がN のみである（他
の 2つは示強変数）ということに注意して以下を示せ。

i) G = Nµ

ii) SdT − V dp+Ndµ = 0 (Gibbs–Duhemの関係式)

iii) E = ST − pV + µN

(b) Ω(T, V, µ) = F − µN（熱力学的ポテンシャル）について、上と同様に示量変数が V のみ
であるということに注意して Ω = −pV を導け。

問 2. 大正準集団（古典理想気体）
質量mの単原子分子からなる理想気体が体積 V の箱の中に閉じ込められている。

(a) 古典論の立場から、分子がN 個あるときの分配関数 ZN を求めよ。

(b) 大分配関数 Ξ =
∑∞

N=0 e
βµNZN を計算せよ。

(c) Ω(T, V, µ) = −kBT log Ξより、S、E、N を変数 T、V、µの関数として求めよ。

(d) S、Eを T、V、N の関数として表し、これらが正準集団による結果と一致することを示
せ。また、状態方程式 pV = NkBT を導け。

問 3. 結晶表面への分子の吸着

結晶表面への分子の吸着のモデルを考える。結晶表面にM 個の
吸着点が並んでおり、それぞれの吸着点は 1個の分子を吸着する
ことができる。ただし、吸着した分子のエネルギーは、自由な分
子より ϵだけ低いものとする。この結晶が単原子分子からなる理
想気体の中に置かれており、全体が温度 T に保たれているとき、

(a) N 個の分子がこの結晶に吸着しているときの分配関数 ZN を求めよ。

(b) 化学ポテンシャルを µとして、大分配関数 Ξ =
∑M

N=0 e
βµNZN を計算せよ。

(c) 吸着している分子数の平均N を µを用いて表せ。

(d) 単原子分子からなる理想気体について、圧力 pが

p = kBT
(2πmkBT

h2

)3/2
eβµ

と書けることを示せ。

(e) 分子が吸着点を覆っている割合、すなわち被覆率 θ ≡ N/M が

p0(T ) = kBT
(2πmkBT

h2

)3/2
e−βε

とおくとすると、

θ =
p

p+ p0(T )

と表せることを示せ (Langmuirの等温吸着式)。



問 4. 理想量子統計の分布関数（大正準集団によるアプローチ）
ZN をN 粒子系の分配関数（状態和）とすると大分配関数 Ξは

Ξ =
∑
N

eNµ/kBTZN

と書ける。（µは化学ポテンシャル。）このことを用いて 1粒子状態 iのエネルギーが εi (i =

1, 2, . . . ,M)であり、粒子間の相互作用がない系（理想系）について

(a) 同種フェルミ (Fermi)粒子からなる系でM = 3について、Z0、Z1、Z2、Z3をそれぞれ求
め、大分配関数 Ξを計算せよ (Ξの式は因数分解できて簡単な形に書けることに注意！)。
同種ボーズ (Bose)粒子からなる系では Ξはどうなるか説明せよ。

(b) 同種フェルミ粒子からなる系、同種ボーズ粒子からなる系、それぞれについて一般のM

について大分配関数 Ξ を計算せよ。

(c) 1粒子状態 iを占める平均粒子数 ⟨ni⟩が、

⟨ni⟩ = − 1

β

∂

∂εi
log Ξ

で与えられることを示せ。

(d) 上の 2つの系各々について、⟨ni⟩を求めよ。

(e) ボーズ粒子およびフェルミ粒子以外にも、1つの 1粒子状態に np個までの粒子が入りう
るような仮想的な粒子を考えることができ、そのような粒子の従う統計はパラ統計と呼ば
れる。np = 2について 1粒子状態 iを占める平均粒子数 ⟨ni⟩を求めよ。

問 5. 相互作用しない同種粒子の多体波動関数
ポテンシャルV (r)中の質量mの 1個の粒子のハミルトニアンは座標表示でH = − ℏ2

2m∇2+V (r)

であり、この粒子の固有関数を ψi(r)、対応する固有エネルギーを εiとすると、

[− ℏ2

2m
∇2 + V (r)]ψi(r) = εiψi(r) (1)

となる (ただし、
∫
ψ∗
i (r)ψj(r) d

3r = δi,j と正規直交化されているとする）。この粒子がN 個あ
る系を考える。粒子間の相互作用が無視できるとして、系のハミルトニアンが、粒子の座標を
rl (l = 1, 2, 3, . . . , N)として

HN =
N∑
l=1

[− ℏ2

2m
∇2

l + V (rl)] (2)

と表せるとする。ただし、∇l ≡ (∂/∂xl, ∂/∂yl, ∂/∂zl)とする。また、ここではスピン等の粒子
の内部自由度については、考えないこととする（実際は、例えば内部自由度としてスピンがあ
るとすると、座標の入れ替えと言った場合、空間座標 rだけでなくスピン座標 σも同時に入れ
替える）。

(a) 粒子が 2 個の場合 (N = 2) について考える。このとき、2 体の波動関数 Φ1(r1, r2) ≡
ψi(r1)ψj(r2)、Φ2(r1, r2) ≡ ψi(r2)ψj(r1)およびこの 2つの任意の線形結合 c1Φ1(r1, r2)+

c2Φ2(r1, r2)は全て式 (2)の固有関数でかつ固有エネルギーが等しく、εi + εj となること
を示せ。

(b) (a)から、粒子の 1つが 1粒子状態 iを、もう 1つが j ( ̸= i)を取る 2粒子状態は一般に

Ψ(r1, r2) = c1Φ1(r1, r2) + c2Φ2(r1, r2)

で表されると考えられる (|c1|2 + |c2|2 = 1)。



i) 座標の入れ替えに対してこの 2体波動関数が対称である、すなわち

Ψ(r1, r2) = Ψ(r2, r1)

と仮定した場合、係数 c1、c2はどうなるか？（これは、同種のボーズ粒子の 2体波動
関数に対応している。）

ii) 座標の入れ替えに対して反対称である、すなわち

Ψ(r1, r2) = −Ψ(r2, r1)

と仮定した場合、係数 c1、c2はどうなるか？（これは、同種のフェルミ粒子の 2体波
動関数に対応している。）

iii) (i)、(ii)それぞれの場合について、１つの状態 iに 2つ粒子がいるとするとどうなるか？

(c) 粒子が 3個の場合、3つの異なる 1粒子状態 i、j、kをこれら 3つの粒子が 1つずつ占める
とすると、1体波動関数の積で表される 3体波動関数は 3! (= 6)通りある。その 1つは、例
えば Φ1(r1, r2, r2) ≡ ψi(r1)ψj(r2)ψk(r3)である。残りの 5つを書き出せ。これらが、や
はり式 (2)の固有関数でかつ固有エネルギーが等しいことを確かめよ。これら 6つの線形
結合で表される波動関数

Ψ(r1, r2, r3) =
6∑

n=1

cnΦn(r1, r2, r3)

に対し、任意の 2つの座標の入れ替えに対してこの波動関数が (i)対称な場合（ボーズ粒
子）、(ii)反対称な場合（フェルミ粒子）について cnを求めよ。

(d) 粒子が 3個の場合で、２つが 1粒子状態 iを、１つが jを占めるとき、任意の 2つの座標
の入れ替えに対して対称な場合（ボーズ粒子）の波動関数を求めよ。反対称な場合（フェ
ルミ粒子）はどうなるか？同様に、３つが同一の 1粒子状態 iを占めるときについても考
えよ。

(e) (a)-(d)の議論を一般化するとN 個の同種のフェルミ粒子が 1粒子状態 i1, i2, . . . , iN を占
めているとすると、そのN 体波動関数は座標の入れ替えに対して完全反対称で

Ψi1,i2,...,iN (r1, r2, . . . , rN ) =
1√
N !

∑
P

(−1)Pψi1(rP (1))ψi2(rP (2)) · · ·ψiN (rP (N))

=
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψi1(r1) ψi1(r2) · · · ψi1(rN )

ψi2(r1) ψi2(r2) · · · ψi2(rN )
...

...
...

ψiN (r1) ψiN (r2) · · · ψiN (rN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

ここで、
∑

P は、(1, 2, . . . , N)の全ての置換（N !個ある）の和を取ることを意味してい
る。P (i)は置換の左から i番目の要素、(−1)P は偶置換なら +1奇置換なら −1をとる。
同様に、同種のボーズ粒子が 1粒子状態 i1, i2, . . . をそれぞれ順に n1, n2, . . . 個ずつ占め
ているとすると

Ψi1,i2,...(r1, r2, . . . , rN )

=
1√

N !n1!n2! · · ·
∑
P

ψi1(rP (1)) · · ·ψi1(rP (n1))ψi2(rP (n1+1)) · · ·ψi2(rP (n1+n2)) · · ·

(4)

となる。ただし、上の式の右辺は左から順に ψi1 が n1個、ψi2 が n2個、. . . という配列に
なっている。フェルミ粒子、ボーズ粒子の波動関数がこのように表されることを説明せよ。


