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統計力学演習 No.7理想フェルミ気体（パウリ常磁性、高温展開） 令和元年 11月 21日

問 1. No. 3の問 5の 2原子分子が電気的に分極しており、原子 1が電荷−qを、原子 2が電荷+q

を持っているとすると、この分子の電気双極子モーメントは µ = qrである。この分子を一
様な電場E中に置くと静電エネルギー−µ ·Eが生ずる。電場が z軸方向を向いているとす
ると、1個の分子のハミルトニアンは、重心座標 rGについての運動は除くとして

H(θ, φ; pθ, pφ) =
pθ

2

2I
+

pφ
2

2I sin2 θ
− µE cos θ

となる。

(a) 古典近似のもとで 1個の分子の分配関数 zを計算し、これからNo. 3の問 5と同様に、
この分子がN 個あるときのヘルムホルツの自由エネルギー F を求めよ (分子間の相互
作用は十分弱いとする)。

(b) 単位体積あたりの分子数を n (= N/V )とすると、単位体積あたりの電気分極 PE が
PE = −V −1(∂F/∂E)で与えられることに注意して、PE を求めよ。また、温度 T の関
数としてこれを図示せよ。

問 2. パウリ常磁性
磁場中の自由電子は運動エネルギーに加え、その磁化軸方向のスピンの成分 sz = ±1/2に
応じたエネルギー±µBH を持つ。自由電子を理想フェルミ気体と仮定して、常磁性帯磁率
を求めよう。

(a) まず絶対零度での帯磁率χについて考える。磁場
ゼロのとき、エネルギー ε以下にあるスピン当た
りの状態数をN(ε)とすると、絶対零度の化学ポテ
ンシャルをµ0として、スピンの向きが sz = ±1/2

である電子数N±は、N± = N(µ0 ∓ µBH)と表
される。さらに全電子数をNtot、磁化をM とす
ると

Ntot = N+ +N−, M = −µB(N+ −N−)

であることに注意して、絶対零度での単位体積あ
たりの帯磁率が
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となることを示せ。ただし、nは単位体積当たり
の電子数、D(ε)は磁場ゼロのときのスピン当た
りの状態密度である。
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(b) 一般の温度のときは、スピンの向きが sz = ±1/2である電子数N±は、f(ε)をフェル
ミ分布関数とすると

N± =

∫ ∞

±µBH
D(ε∓ µBH)f(ε)dε



となる。(a)と同様の考えによって、帯磁率が
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で与えられることを示せ。

(c) (b)の結果とNo.6の問 5(a)の低温展開の式を用いて、縮退が強い場合 (T ≪ µ0/kB)
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と書けることを示せ。また、縮退が弱い場合 (T ≫ µ0/kB)は、フェルミ分布関数が
f(ε) ∼ e−(ε−µ)β と近似できることを用いて、帯磁率が以下のように、キュリーの法則
に従うことを示せ。

χ(T ) =
nµ2

B

kBT

なぜ、低温での帯磁率が
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のように、縮退が弱い高温領域でのキュリーの法則に比べ小さくなるのか理由を説明
せよ。

問 3. 理想量子気体について、常に pV = (2/3)E が成り立つことを示せ。

問 4. 理想フェルミ気体の高温展開
µ < 0のとき、関数 g(ε) = Aεαに対して、∫ ∞
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となることを示せ。ただし、Γ(z)は、ガンマ関数で

Γ(z) =
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と表される。この結果を用いて、理想フェルミ気体について、縮退の弱い場合（T ≫ µ0/kB）
に、以下の式を導け。nは単位体積当たりの粒子数。（ヒント: No.6の問 4のように逐次近
似法を用いると良い。)
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問 5. 2次元理想フェルミ気体の化学ポテンシャル

密度、すなわち単位面積あたりの粒子数を n、粒子の持つ内部自由度 (縮重度)を gとする 2

次元理想フェルミ気体の化学ポテンシャル µ(T )は

µ(T ) = kBT log

[
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)
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]
と表されることを示せ。高温、低温領域で µ(T )はどのように表されるか？また、µ(T )を温
度の関数として図示せよ。



問 6. 熱電子
金属中の伝導電子は理想フェルミ気体とみなして良い場合が多い。電子が金属内に束縛され
ているのは、金属中でのフェルミ準位 µ0（0Kでの化学ポテンシャル）が外界のポテンシャ
ルより仕事関数 ϕだけ低いためである。有限温度ではフェルミ分布に従って、高いエネル
ギーを持つ粒子も存在し、金属表面から抜け出すこともできる。この、熱電子によって生ず
る電流密度が T 2 exp(−ϕ/kBT )に比例することを示せ（Richardson-Dashmanの式）。また、
その係数を評価せよ。ϕは通常数 eVであることに注意せよ。


