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概 要
3次元 Euclid空間内の完備かつ有限全曲率をもつ極小曲面はOsser-
man不等式と呼ばれる不等式をみたすことが知られている. 3つ以上
のエンドをもつ極小曲面で Osserman不等式の等号をみたす例は多
く知られているが, 2つのエンドをもつ極小曲面で等号をみたすもの
は懸垂面に限られることが知られている. 本稿では, 2つのエンドを
もつ極小曲面とその全曲率について考察する.

1. 背景

M をRiemann面, f : M → R3を共形極小はめ込みとする. f が完備かつ
有限全曲率をもつとき, f は代数的極小曲面と呼ばれる.

f : M → R3を代数的極小曲面とする. このとき, M は種数 γ (γ ≥ 0) のコ
ンパクトRiemann面Mγ から有限個の点 {p1, . . . , pn} (n ≥ 1)を取り除いた
ものと共形同値である ([H]). 以下, 本稿では特に断らない限り,

M = Mγ \ {p1, . . . , pn} (γ = 0, 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . )

とする. 除いた点 p1, . . . , pnは曲面のエンドに対応する.

代数的極小曲面に対して, 次の表現公式が知られている.

定理 1.1 (Weierstrassの表現公式 [O]). M = Mγ \ {p1, . . . , pn}上の有理型関
数 gと正則 1形式 ηを,

(1.1)
(
1 + |g|2

)2
ηη̄

がM 上の完備Riemann計量を定めるようにとる.

Φ := t
(
(1 − g2)η, i(1 + g2)η, 2gη

)
とおく. このとき,

(P) 任意の ` ∈ π1(M) に対して Re

∮
`

Φ = 0

が成り立つならば,

(1.2) f = Re

∫ z

z0

Φ : M → R3 (z0 ∈ M)

本稿の内容は, 庄田敏宏氏 (佐賀大学) との共同研究の成果による.
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は代数的極小曲面を定める. さらに g, ηはMγ上に有理型に拡張される.

注意 1.2. 条件 (P)を, 曲面の周期条件という. これは

(1.3)

∮
`

η =

∮
`

g2η

かつ

(1.4) Re

∮
`

gη = 0

が任意の ` ∈ π1(M)に対して成り立つことと同値である.

(1.2)で与えられる曲面の第一基本形式 ds2と第二基本形式 IIはそれぞれ

ds2 =
(
1 + |g|2

)2
ηη̄, II = −ηdg − ηdg

で与えられる. さらに, g : M → C ∪ {∞}は曲面のGauss写像G : M → S2

と立体射影 σ : S2 → C ∪ {∞}の合成写像に一致する:

g = σ ◦ G.

このことから, 以下 gを曲面の Gauss写像と見なすことにする. gはMγ 上
の有理型関数, 即ちコンパクト Riemann面Mγ からコンパクト Riemann面
C ∪ {∞}への正則写像であるから, gの写像度 deg(g)が定義できる.

代数的極小曲面の全曲率は以下の不等式をみたすことが知られている.

定理 1.3 (Osserman不等式, [O, JM, Sc]). f : M → R3を代数的極小曲面と
する. M のGauss曲率, 面積要素をそれぞれK, dAとする. このとき,

(1.5)
1

2π

∫
M

KdA ≤ χ(M) − n = χ(M) − 2n = 2(1 − γ − n)

が成り立つ ([O]). また，等号が成り立つための必要十分条件は，各エンドが
十分先では自己交叉をもたないことである ([JM, Sc])．

注意 1.4 (全曲率と deg(g)の関係). 極小曲面のGauss曲率K は非正である
から, M の絶対全曲率を τ(M)とすると,

τ(M) =

∫
M

(−K)dA

が成り立つ. また, (−K)ds2は, gによるC∪{∞}上のFubini-Study計量 (定
曲率+1の計量) の引き戻しを与えている. 即ち,

(−K)ds2 =
4dgdḡ

(1 + |g|2)2

が成り立つ. よって

τ(M) = 4π deg(g) ∈ 4πZ
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であり, Osserman不等式は

(1.6) deg(g) ≥ γ + n − 1

と書くことができる.

以下, (1.6)をOsserman不等式と呼ぶことにする. この不等式の等号が成
り立つ曲面を考える.

n ≥ 3, すなわち, 3つ以上のエンドをもつ極小曲面で, (1.6)の等号を満た
す例はたくさん存在する (図 1.1参照).

(γ, n) = (0, 7) (γ, n) = (1, 4) (γ, n) = (2, 4) (γ, n) = (14, 3)

図 1.1. n ≥ 3で (1.6)の等号をみたす例. これらの例の詳細に
ついては, 左から [JM], [BR], [Wo], [HM]などを参照されたい.

n = 1のとき, (1.6)の等号 deg(g) = γを満たすものは平面に限られること
が知られているが, 任意の種数 γに対して

(1.7) deg(g) = γ + 1

を満たす例は佐藤勝憲氏によって構成されている ([Sa, WW], 図 1.2参照).

γ = 0 γ = 1 γ = 2 γ = 3

Enneper Chen-Gackstatter Thayer-Sato

図 1.2. n = 1で (1.7)をみたす例.

以下，n = 2, とする．このとき, 次の定理が知られている.

定理 1.5 (Schoen [Sc]). 2つのエンドをもつ代数的極小曲面 f : M = Mγ \
{p1, p2} → R3が (1.6)の等号をみたす, すなわち

deg(g) = γ + 1

が成り立つならば, f は懸垂面である.
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よって，懸垂面以外の極小曲面に対しては

(1.8) deg(g) ≥ γ + 2

という不等式が成り立つ. そこで, 以下の問題を考える.

問題 1.6. 任意の種数γに対して, 2つのエンドをもつ代数的極小曲面 f : M =

Mγ \ {p1, p2} → R3で不等式 (1.8)の等号をみたすものは存在するか.

種数 0のときは, このような曲面の例は知られている. さらに, 分類もなさ
れている ([L], 図 1.3参照).

図 1.3. γ = 0の例. 中央は懸垂面の 2重被覆.

しかし, 種数が 1以上のときは, この問題は未解決のようである. この問題
に対する部分的な解答として, 我々は次の結果を得た.

定理. 種数 γが 1または偶数のとき, 2つのエンドをもつ代数的極小曲面 f :

M = Mγ \ {p1, p2} → R3で不等式 (1.8)の等号をみたすものが存在する.

次節以降, この具体例を構成する.

2. 種数 1の例

M = M1 =
{
(z, w) ∈ (C ∪ {∞})2

∣∣w2 = z(z2 − 1)
}

とおく, M は種数 1のRiemann面である.

M = M \ {(0, 0), (∞,∞)}

とおく. (z, w) = (0, 0)と (z, w) = (∞,∞)が曲面のエンドに対応する.

g = cw (c ∈ C), η =
dz

z2w
.

とおくと, (1.1)はM 上の完備Riemann計量を定める (表 2.1参照).

ここから (1.2)によって得られる極小曲面が周期条件 (P)をみたすよう, 定
数 c ∈ Cの値を定める.
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z 0 1 −1 ∞
g 01 01 01 ∞3

η ∞4 04

表 2.1. g, ηの零と極の位数.

まず, gη = (c/z2)dz = −c · d(1/z)はM 上正則な完全形式であるから, 任
意の ` ∈ π1(M)に対して ∮

`

gη = 0

が成り立つ. よって, 任意の ` ∈ π1(M)に対して (1.3)が成り立つことを示せ
ばよい. 次の補題は直接計算することにより示すことができる.

補題 2.1 (曲面の対称性). 2つの共形写像 κj : M → M (j = 1, 2) を次で与
える.

κ1(z, w) := (z̄, w̄), κ2(z, w) := (−z, iw).

このとき, 次が成り立つ.

κ∗
1Φ =

1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 Φ, κ∗
2Φ =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 −1

 Φ.

この補題より, 図 2.1の `に対して (1.3) を満たす定数 c ∈ Cが存在するこ
とを示せばよい.

−1 0 1 ∞

¾̀

図 2.1. ` ∈ π1(M)の z-平面への射影.

η, g2ηは共に z = 0で極をもつため, このままでは `に沿った積分を実区間
[0, 1]に帰着させることができない. そこで, 次の補題を用意する.

補題 2.2. 次の 2式が成り立つ.

dz

z2w
− 2

3
d

( w

z2

)
=

dz

3w
,

w

z2
dz + 2d

(w

z

)
=

2z

w
dz.
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よって ∮
`

η =

∮
`

dz

3w
,

∮
`

g2η = c2

∮
`

2z

w
dz

であり, また, (1/3w)dzと (2z/w)dzは共にM \ {(∞,∞)}上で正則な 1形式
であるから, `に沿った積分は実区間 [0, 1]の積分に帰着できる. よって, c ∈ iR
を

c2 =

∮
`

dz

3w∮
`

2z

w
dz

=

−1

3

∫ 1

0

dt√
t(1 − t2)

2

∫ 1

0

√
t

1 − t2
dt

となるように定めると, (1.3)は満たされ, 従って fはM上一価になる (図 2.2

参照).

図 2.2. 種数 1で 2つのエンドをもつ, deg(g) = 3の代数的極
小曲面.

3. 種数が偶数の例

kを 2以上の整数とする.

M = Mγ =

{
(z, w) ∈ (C ∪ {∞})2

∣∣∣∣∣ wk+1 = z2

(
z − 1

z − a

)k
}

(1 < a < ∞)

とおく, Riemann-Hurwitzの公式より,

γ =

{
k (kが偶数のとき),

k − 1 (kが奇数のとき)
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が成り立つ. 種数 γは常に偶数である (図 3.1参照).

−→

−→

図 3.1. M のスケッチ. 上段は k = 2のとき, 下段は k = 3の
とき. いずれも種数は 2になる.

M = Mγ \ {(0, 0), (∞,∞)}

とおく. (z, w) = (0, 0)と (z, w) = (∞,∞)が曲面のエンドに対応する.

g = cw, c = a(k−2)/(2k+2) ∈ R>0, η =
dz

z2w
.

とおくと, (1.1)はM 上の完備Riemann計量を定める (表 3.1参照).

z 0 1 a ∞
g 02 0k ∞k ∞2

η ∞3 02k 01

表 3.1. g, ηの零と極の位数.

また, gの写像度は, 各 k ≥ 2に対して k +2となる. よって kが偶数ならば,

(1.8)の等号が成り立つ. 以下, kを偶数とする. ここから (1.2)によって得ら
れる極小曲面が周期条件 (P)をみたすように, 定数 a ∈ (1,∞)の値を定める.

まず, gη = (c/z)dz = c·d(log z)であり, c ∈ Rであるから,任意の` ∈ π1(M)

に対して

Re

∮
`

gη = 0

が成り立つ. よって, 任意の ` ∈ π1(M)に対して (1.3)が成り立つことを示せ
ばよい. 次の補題は直接計算することにより示すことができる.
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補題 3.1 (曲面の対称性). 3つの共形写像 κj : M → M (j = 1, 2, 3) を次で与
える.

κ1(z, w) = (z̄, w̄) , κ2(z, w) =
(
z, e2πi/(k+1)w

)
,

κ3(z, w) =

(
a

z
,

1

a(k−2)/(k+1)w

)
.

このとき, 次が成り立つ.

κ∗
1Φ =

1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 Φ, κ∗
2Φ =

cos 2π
k+1

− sin 2π
k+1

0

sin 2π
k+1

cos 2π
k+1

0

0 0 1

 Φ,

κ∗
3Φ =

1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 Φ.

この補題より, 図 3.2の `1, `2に対して (1.3) を満たす定数 a ∈ (1,∞)が存
在することを示せばよい.

0 1 a ∞

`1¾ `2¾

図 3.2. `1, `2 ∈ π1(M)の z-平面への射影. ただし `1は (k + 1)

周している閉曲線とする.

最初に `2に沿った積分を考える. この場合, η, g2ηは共に実区間 [1, a]の積
分に帰着させることができる.∮

`2

η∮
`2

g2η

=

∮
`2

dz

zw

c2

∮
`2

w

z
dz

=
a(k−2)/(k+1)

c2

であり, 今 c2 = a(k−2)/(k+1)であるから, `2に対しては (1.3)が成り立つ.

次に `1に沿った積分を考える. この場合, ηは z = 0で極をもつため, この
ままでは積分を実区間 [0, 1]に帰着させることができない. そこで, 前節と同
様に次の補題を用意する.

補題 3.2. 次が成り立つ.

η − k + 1

2
d

(
z − 1

w

)
= −k

2

z − 1

w(z − a)
dz +

1

2

dz

w
.
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よって ηの `1に沿った積分の代わりに∮
`1

(
−k

2

z − 1

w(z − a)
dz +

1

2

dz

w

)
を考えることにより, `1に沿った積分は実区間 [0, 1]の積分に帰着でき, 次の
補題を得る.

補題 3.3. `1 ∈ π1(M)に対して (1.3)が成り立つための必要十分条件は,

(3.1) kA1 + 2a(k−2)/(k+1)A3 − A2 = 0

が成り立つことである. ただし,

A1 =

∫ 1

0

(1 − t)1/(k+1)

t2/(k+1)(a − t)1/(k+1)
dt, A2 =

∫ 1

0

(a − t)k/(k+1)

t2/(k+1)(1 − t)k/(k+1)
dt,

A3 =

∫ 1

0

(1 − t)k/(k+1)

t(k−1)/(k+1)(a − t)k/(k+1)
dt.

よって (3.1)をみたす a ∈ (1,∞)が存在することを示せばよい.

補題 3.4. A1, A2, A3はベータ関数

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1 − t)y−1dt (Rex > 0, Rey > 0)

を用いて次のように評価できる.

1

a1/(k+1)
B

(
k − 1

k + 1
,
k + 2

k + 1

)
≤ A1 ≤

1

(a − 1)1/(k+1)
B

(
k − 1

k + 1
,
k + 2

k + 1

)
,

(a − 1)k/(k+1)B

(
k − 1

k + 1
,

1

k + 1

)
≤ A2 ≤ ak/(k+1)B

(
k − 1

k + 1
,

1

k + 1

)
,

1

ak/(k+1)
B

(
2

k + 1
,
2k + 1

k + 1

)
≤ A3 ≤

1

(a − 1)k/(k+1)
B

(
2

k + 1
,
2k + 1

k + 1

)
.

この補題より, a → ∞のときは

A1 ≤
1

(a − 1)1/(k+1)
B

(
k − 1

k + 1
,
k + 2

k + 1

)
→ 0,

a(k−2)/(k+1)A3 ≤
a(k−2)/(k+1)

(a − 1)k/(k+1)
B

(
2

k + 1
,
2k + 1

k + 1

)
→ 0,

A2 ≥ (a − 1)k/(k+1)B

(
k − 1

k + 1
,

1

k + 1

)
→ +∞.

となり, 従って (3.1)の左辺は負になる. 一方, a → 1のときは, ベータ関数に
関する公式

B (x, y + 1) =
y

x + y
B (x, y) .
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を用いると,

kA1 + 2a(k−2)/(k+1)A3 − A2

≥ k

a1/(k+1)
B

(
k − 1

k + 1
,
k + 2

k + 1

)
+

2

a2/(k+1)
B

(
2

k + 1
,
2k + 1

k + 1

)
− ak/(k+1)B

(
k − 1

k + 1
,

1

k + 1

)
=

1

a1/(k+1)
B

(
k − 1

k + 1
,

1

k + 1

)
+

2

a2/(k+1)
B

(
2

k + 1
,
2k + 1

k + 1

)
− ak/(k+1)B

(
k − 1

k + 1
,

1

k + 1

)
−→
a→1

2B

(
2

k + 1
,
2k + 1

k + 1

)
> 0.

であるから (3.1)の左辺は正になる.

以上のことから, 中間値の定理により (3.1)をみたす a ∈ (1,∞)が存在する
(図 3.3参照).

k = 2

k = 4

図 3.3. 種数 kで 2つのエンドをもつ, deg(g) = k + 2の代数的
極小曲面. 中央は曲面を xy平面で切ったときの上半分を下か
ら見たもの. 右は切り口に現れる曲線.
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注意 3.5. kが 3以上の奇数のときも,同様の方法で (P)をみたすa ∈ (1,∞)が
存在することを示すことができる. しかしこのとき種数はk−1, deg(g) = k+2

であるから, (1.8)の等号は成り立たない (図 3.4参照).

k = 3

k = 5

図 3.4. 種数 k − 1で 2つのエンドをもつ, deg(g) = k + 2の代
数的極小曲面. 中央は曲面を xy平面で切ったときの上半分を
下から見たもの. 右は切り口に現れる曲線.

注意 3.6. 大阪大学の梅原雅顕先生より, f による {(z, w) ∈ M | |z| =
√

a}
の像 (図 3.3および 3.4の右の曲線) は, 外トロコイドに似ているのではない
か, というご指摘をいただいた. この曲線が測地線になっていることは示すこ
とができたが, 外トロコイドと一致するかどうかは, 現段階ではわかっていな
い. しかしながら, もしこのことを証明できれば, それは極小曲面の Björling

公式の観点からも非常に興味深い性質であると思われる.

4. 残された問題

種数 γが 3以上の奇数のとき, 2つのエンドをもつ代数的極小曲面 f : M =

Mγ \ {p1, p2} → R3で不等式 (1.8)の等号をみたす例はまだ構成できていな
い. しかし, インディアナ大学のMatthias Weber氏はMathematicaによる数
値計算で以下の例を構成した.
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例 4.1 (Weber [We]). 任意の γ ∈ Nをとる.

F1(z; a1, a3, . . . , a2γ−1) =

γ∏
i=1

(z − a2i−1), F2(z; a2, a4, . . . , a2γ) =

γ∏
i=1

(z − a2i)

とおく. ただし 1 = a1 < a2 < · · · < a2γとする.

M = Mγ =

{
(z, w) ∈ (C ∪ {∞})2

∣∣∣∣w2 = z
F1(z; a1, a3, . . . , a2γ−1)

F2(z; a2, a4, . . . , a2γ)

}
とおく. M は種数 γのRiemann面である.

M = M \ {(0, 0), (∞,∞)} , g = c
w

z + 1
(c > 0), η =

(z + 1)2

zw
dz

とおく. このとき, 適当な c, a2, a3, . . . , a2γをとると (P)が成り立つ (図 4.1参
照).

γ = 1 γ = 2 γ = 3 γ = 4

図 4.1. Weber 氏による, 種数 γ で 2 つのエンドをもつ,

deg(g) = γ + 2の代数的極小曲面.

γ = 1のとき, 我々はこの曲面の存在を数学的に証明することができたが,

曲面の対称性が低いため, γが 2以上のときの証明はまだできていない.
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