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逆空間では単純な話

従って、(4.47)式が満たされるとき、すべての格子点からの散乱波が同位相になり、互い
に強め合うことを表している。 実空間と逆空間は互いに対を成しているが、両者をつな
ぐ不動点として位相というスカラー量が存在することを、(4.48)式は示している。

次に、ブラベー格子と ki が与えられたときに、kf を探し出す方法を図解する。弾性散
乱条件 (4.6)とラウエ条件 (4.47)の２つが連立しているので、その解を求めることになる。

{ |kf| = |ki| = f (E) エネルギー条件（弾性散乱）

kf = ki +G 運動量条件（ラウエ条件）
(4.49)

(4.50)

図 4.33 エバルトの作図。

(4.50)式は、ブラベー格子が与えることのできる運動量が、!Gに限られることを示して
いる。まず、図 4.33のように、ki ベクトルの終点を、逆空間の原点に固定する。次に、
与えられた ki の始点を中心に半径 |ki|のエバルト球を描いて、エネルギー条件を課す。
この球面が、ちょうど逆格子点に重なるところが、kf となる。図 4.33より、試料が単結
晶で、入射波を単色化してエネルギー幅を絞ると、めったに回折が起きない。エネルギー
を振るか、結晶の向きを振るかして、輝点を探すことになる。簡便な手法としては、エネ
ルギー幅の広い白色 X 線を用いて反射角の二次元分布を測定するラウエ法や、粉末試料
を用いて反射角 2θの一次元分布を測定するデバイ＝シェラー法がある。

【散乱強度と消滅則の話を本文に取り込む。】
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逆空間の理解 ？

F0(G)
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■ 実格子と逆格子の関係
(4.38)式を変形すると、⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

g1

g2

g3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 a2 a3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 2π

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

となるので、実格子と逆格子の基本並進ベクトルは、互いに正規直交の関係にある。
gi · a j = 2πδi j (4.44)

従って、逆格子の逆格子は、実格子に戻ることがわかる。つまり、(4.44)式は、実格子と
逆格子の双対性 を表している。 これは、(4.12)式が示す実空間と逆空間の双対性と整合
している。

次に、(4.44)式を利用して、実格子から逆格子を算出する公式を導く。まず、直交性を
満たすように、ベクトルの外積を用いて

g1 ∝ (a2× a3)t , g2 ∝ (a3× a1)t , g3 ∝ (a1× a2)t

とおく。次に、正規性を満たすように、それぞれのベクトルを規格化すると、

g1 =
2π
Ω

(a2× a3)t , g2 =
2π
Ω

(a3× a1)t , g3 =
2π
Ω

(a1× a2)t (4.45)

a1
a2

g1

g2
横長 縦長

図 4.29 長方格子。伸縮則 (4.14)に注意。
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図 4.30 三角格子。最近接の向きに注意。
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実空間 逆空間

a1 によって、 g2 の向きが決まり、 
a2 によって、 g1 の向きが決まる。

気持ち悪い
頭が追いつかない → 『逆空間の壁』

三角格子
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逆空間を 
もっと直感的に！！！

課題
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たたみこみを 
頭にたたきこむ

方針

•Fourier変換の「九九」 
•Convolution定理
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■ 畳み込み積分✓ ✏
畳み込み積分 ( f ∗ g) (x) def.

=

∫ ∞

−∞
f (X) g(x−X) dX

✒ ✑
畳み込み積分「∗」をフーリエ変換すると、ただの掛け算「·」になる、という便利な定理
があるので、これを活用する。

■ 方針
基本要素と畳み込み積分を絵解きで表現する。 Dirichlet積分核。

2.2 基礎準備
■定義
本章では、無限空間のフーリエ変換を採用する。

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

正変換 F(k) =
∫

dr e−ik·r f (r) =

∫
dx e−ikxx

∫
dy e−iky y

∫
dz e−ikzz f (r)

逆変換 f (r) =
∫

dk
(2π)3 e ik·r F(k) =

∫
dkx

2π
e ikxx

∫ dky

2π
e iky y

∫
dkz

2π
e ikzz F(k)

非ユニタリ な定義を使うので、規格化定数の入り方が非対称になる が、気にしなくてよ
い。流儀により規格化が異なるが、本質は変わらない。

■ 基本法則
フーリエ変換の基本法則については、補遺 A の (A.6) – (A.13) 式を参照せよ。ここで

は、畳み込み定理に着目する。
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

( f ∗ g) (r) FT←−−→ F(k) · G(k)
1

(2π)3 f (r) · g(r) FT←−−→ (F ∗ G) (k)

(A.18a)

(A.18b)
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無限空間 
非ユニタリ（         ）

気にしない 
 （流儀によって変わる）

板書
フーリエ変換
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ツボQ１

正規分布関数

ガウシアン
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17
ツボ 

Q1, Q2伸縮則

不確定性
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ディリクレ核 Dirichlet Kernel

θ

 2N+1 

0 2"−2"

 2"

N = 5 



は、  
ラウエ関数

x k k

N = 5

2gg-g-2g 0 2gg0-g-2g20a10a0-10a-20a

N = 10

,   N = 20

有限ディラック列
逆空間実空間

20
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-2 -1 0 1 2
x k
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kx
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= =

•*実空間 逆空間

無限ディラック列
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畳み込み (重畳積)

デルタ関数の定義

となる。よって、θ = 2πnのピークは、その面積が Nによらず常に 2πであり、N→∞
の極限でデルタ関数になる。 これを式で表すと、 D∞(θ) = 2π

∞∑

n=−∞
δ(θ−2π n) となり、

(A.5)の公式に到達する。

■ 畳み込み積分
畳み込み積分を「∗」という記号で表記し、次のように定義する。✓ ✏

畳み込み積分 ( f ∗g) (x) def.
=

∫ ∞

−∞
f (x′) g(x−x′) dx′ (A.7)

✒ ✑
定義式から、畳み込み積分の代数的性質が導かれる。

交換則 f ∗ g = g ∗ f

結合則 ( f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

線形性 f ∗ (ag + bh) = a ( f ∗ g) + b ( f ∗ h)

単位元 δ ∗ f = f

ただし、a、bは定数、f、g、hは任意の関数、δはディラックのデルタ関数を表す。また、
部分積分の性質により

微分則 d
dx

[
( f ∗g) (x)

]
=

d f (x)
dx

∗ g(x) = f (x) ∗ d g(x)
dx

が成り立つ。また、デルタ関数と畳み込み積分を組み合わせると、様々な関数操作を表現
できる。 δ(x) ∗ は、恒等演算子 δ(x) ∗ f (x) = f (x)

δ(x − x0) ∗ は、並進演算子 δ(x−x0) ∗ f (x) = f (x−x0)
∑

n
δ(x−na) ∗ は、周期化演算子

∑

n
δ(x−na) ∗ f0(x) =

∑

n
f0(x−na)

d δ(x)
dx

∗ は、微分演算子 d δ(x)
dx
∗ f (x) =

d f (x)
dx

4

交換則 

結合則 

線形性 

単位元

定義

( f ⇤g)(x)

g(x)

f (x)

0
x

応答関数 
広がり関数

ずらして足す

ツボQ4



23畳み込みで、 並進 と 周期化
g(x)                *     f (x)     =         (g*f) (x)

δ(x−a) *

δ(x) *

Σδ(x−na) *n
= Σ f (x−na)

n

=  f (x−a)

=  f (x)

-2a -a 0 a 2a
x

-2a -a 0 a 2a
x

0
x

0 0

00 aa 0

0

ツボQ4-Q7



畳み込み定理
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無限空間 
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畳み込み定理の 核心部
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* ⋅
*⋅

ツボQ3

逆
空
間

実
空
間



26畳み込み演算 の フーリエ変換

逆
空
間

実
空
間
Σδ(x−na) *n

gΣδ(k−ng) ⋅n

周期化 離散化

δ(x−a) * eika ⋅
並進 搬送波

d δ(x)
dx *

微分

k⋅
一次関数
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高調波
の抑制

幅のある 
電荷密度

分布

逆
空
間

実
空
間
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高調波の抑制幅のある電荷密度分布
実空間 逆空間

一次元周期関数
一次元結晶
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1D配列 
点

2D配列 
点

3D配列 
点

1D配列 
面

2D配列 
棒

3D配列 
点

(a) 1D

(b) 2D

(c) 3D

図 4.24 三次元空間における実格子と逆格子。 (a)一次元格子。 (b)二次元格子。 (b)
三次元格子。
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図 4.27 実格子が点列と点列の畳み込みならば、逆格子は面列と面列の積。
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図 4.28 実格子が面列と面列の積ならば、逆格子は点列と点列の畳み込み。
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図 4.27 実格子が点列と点列の畳み込みならば、逆格子は面列と面列の積。
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図 4.28 実格子が面列と面列の積ならば、逆格子は点列と点列の畳み込み。
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d
結晶面の正体は
g の実空間像 !
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ki

kf

d

θ

θ

G

結晶面の正体



bccfcc
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bcc fcc

sc sc

逆
空
間

実
空
間

立方晶 は 三種類
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双対性 (duality)

•縦ベクトル／横ベクトル 

•反変テンソル／共変テンソル 

•ブラ／ケット 

•実空間／逆空間 

•示量変数／示強変数

裏と表の関係

裏の裏は表
実体は １ つ 

表現が ２ つ 

双対多面体

双対ベクトル空間

論理の双対

そ う   つ い
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双対ベクトル空間

(r,t) (k,ω)

実ベクトル空間 逆ベクトル空間

内積

e

スカラー空間
θ

位相 

逆
も
ま
た
真
な
り

位相 

f (r,t) F(k,ω)FT 
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具体的な値を書き下すと、次のようになる。
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m1+m2+m3 = 4n のとき、 S = 2 ; |S|2 = 4

m1+m2+m3 = 4n + 1 のとき、 S = 1 + i ; |S|2 = 2

m1+m2+m3 = 4n + 2 のとき、 S = 0 ; |S|2 = 0

m1+m2+m3 = 4n + 3 のとき、 S = 1 − i ; |S|2 = 2
逆空間のデルタ関数格子の包絡線が波打つことになる。そして、 m1+m2+m3 = 4n + 2

を満たす逆格子点は、消滅してしまう。逆空間の bcc格子に構造因子の重みをつけたも
のを、図 4.32に示す。

図 4.32 ダイヤモンド構造の逆空間 [3]。

4.6 散乱条件
結晶による散乱の条件を整理しよう。まず、ラウエ条件として、散乱ベクトル k = kf −ki

が (4.37)式を満たす必要がある。 また、(4.36)式を展開した (4.39)式の右辺から、より
簡潔な表現が得られる。

k = G (4.47)

ただし、Gは (4.41b)式の逆格子ベクトルを表す。 (4.37)式と (4.47)式は、どちらもラウ
エ条件と呼ばれている。基本並進ベクトルの正規直交性 (4.44)から、(4.41)式の実格子
ベクトル Rと逆格子ベクトル Gは、次の関係を満たす。

e i G·R = 1 (4.48)

30

ダイヤモンド構造

fcc の単位胞に 
原子 ２ つ

bcc の格子点の 
強度が波打つ

実空間 逆空間
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実空間の結晶面の正体は、 
逆格子ベクトル列

* ⋅
~~ 逆空間 ~~
まとめ



回折の しくみ
49

逆空間の壁

運動量

エネルギー

ブラッグ条件

θ

θ
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なぜ、 ブラッグ散乱は、 
抵抗実験で 

検出されないのか？
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食い違い

次回

第7講　周期場中の電子
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次回

第7講　周期場中の電子

逆空間に召喚
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次回

第7講　周期場中の電子

新しい保存則


