
平成 20 年度 線形代数学演習 II
水曜 1・2 時限，総合科学部K203

プリントNo.4（10月 29日配付）

定義 1. Rnの標準基底を e1, e2, · · · , en とする。このとき線形写像 f : Rn → Rmに対して
ブロック分け (f(e1) f(e2) · · · f(en)) を持つm × n行列を f の表現行列という。

問題 1. 線形写像 f : Rn → Rmとm × n行列Aに対して次が成り立つことを示せ。

Aが f の表現行列⇔ ∀x ∈ Rn f(x) = Ax

問題 2. 次の線形写像についてそれぞれの表現行列を求めよ。

(1) R3 → R3,

x1

x2

x3

 7→

x1 + x2

x2 + x3

x3 + x1

 (2) R3 → R2,

x1

x2

x3

 7→

(
x1 − 2x2

x2 − 3x3

)

問題 3. 次の写像についてそれぞれ線形であるか判定し、そうであれば表現行列を求めよ。

(1) R2 → R,

x1

x2

x3

 7→ x1x2 (2) R3 → R3,

x1

x2

x3

 7→

x1 + x2

x2

x1 − x2



(3) R4 → R3,


x1

x2

x3

x4

 7→

 x2

x3

−x1


問題 4. a =

t
(a1 a2 a3)が与えられたとして次の写像を考える。

R3 → R3,x 7→ a × x （×はベクトル積）

上の写像は線形であるか判定し、そうであれば表現行列を求めよ。

問題 5. 次を表現行列とする線形変換Rn → Rnについて像と核の次元をそれぞれ求めよ。

(1) n = 3,

1 −1 −1

1 1 3

3 −1 1

 (2) n = 4,


1 2 1 1

2 1 1 1

−1 1 1 −1

3 0 −1 3


問題 6. (1) 線形写像 f : Rn → Rm, g : Rn → Rmの表現行列をそれぞれA, Bとする。

写像Rn → Rm, x 7→ f(x) + g(x) （これを普通 f + gで表す）は線形であり、その
表現行列はA + Bとなることを示せ。

(2) 線形写像 f : Rn → Rm の表現行列を Aとする。k ∈ Rに対して写像 Rn → Rm,

x 7→ kf(x) （これを普通 kf で表す）は線形であり、その表現行列は kAとなるこ
とを示せ。
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問題 7. 線形写像 f : Rn → Rm, g : Rm → Rrの表現行列をそれぞれ A, Bとする。合成
g ◦ f : Rn → Rrの表現行列はBAであることを示せ。

約束：定義を確認しておく。部分空間 V の基底とは、V の元の有限列
v1,v2, . . . ,vn であって 1次独立性と生成条件 〈v1,v2, . . . ,vn〉 = V を満
たすものである。しかしながら記号スペースが大きすぎるので、まとめ
て一つの記号、例えば Vなど、で表現することがある。

定義 2. 線形写像 f : V → W について考える。まず V の基底 v1,v2, . . . ,vnとW の基底
w1,w2, · · · ,wmを選び、それぞれ VとWで表す。このときブロック分け

A = (a1 a2 · · · an) 但し列ベクトル aiは f(vi)の基底Wに関する座標

で構成されるm × n行列Aを基底 Vと基底Wに関する線形写像 f の表現行列という。

注 1. (i) 各成分がW の元であるような行ベクトルを形式的に考えると、

(w1 w2 · · · wm)A = (f(v1) f(v2) · · · f(vn)) 更に省略して WA = f(V)

というように、定義 2を表現できる。
(ii) 線形写像 f : Rn → Rmについて考える。このとき定義 1で導入した表現行列は標準基
底に関する表現行列に他ならない。

問題 8. (1) R2 → R3,

(
x1

x2

)
7→

2x1 + x2

x1 + 3x2

4x1 + x2

の基底(
4

1

)
,

(
1

3

)
と基底

1

1

1

 ,

1

1

0

 ,

1

0

0


に関する表現行列を求めよ。

(2) R2 → R2,

(
x1

x2

)
7→

(
3x1 + 2x2

x1 + 4x2

)
の基底

(
1

1

)
,

(
2

−1

)
に関する表現行列を求めよ。

問題 9. R2 → R3,

(
x1

x2

)
7→

 0

x1 + 2x2

3x1 − x2

の基底(
−2

3

)
,

(
1

1

)
と基底

1

0

1

 ,

1

1

0

 ,

0

1

1


に関する表現行列を求めよ。また得られた表現行列について、その階数およびそれを係数
行列とする同次連立 1次方程式の解の自由度を求めよ。
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問題 10. 線形写像R3 → R2,

x1

x2

x3

 7→

(
2x1 + x2 + 3x3

x1 + 4x2 + 2x3

)
の表現行列をそれぞれ求めよ。

(1) 基底

1

1

0

 ,

1

0

1

 ,

0

1

1

と基底(
1

2

)
,

(
2

3

)
に関して　

(2) 基底

1

0

0

 ,

1

1

0

 ,

1

1

1

と基底(
1

0

)
,

(
1

1

)
に関して

問題 11. R3の基底 v1,v2,v3とR2の基底 w1,w2に対して、線形写像 f : R3 → R2が次
を満たすとき、基底 v1,v2,v3と基底 w1,w2 に関する f の表現行列をそれぞれ求めよ。

(1)

v1 + v2 7→ 3w1 + w2

v2 + v3 7→ w2

v3 + v1 7→ w1 + 4w2

(2)

v1 + 2v2 + 3v3 7→ −w1 + 3w2

v1 + 3v2 + 5v3 7→ w1 + 2w2

v1 + 5v2 + 12v3 7→ 5w2

問題 12. 線形写像 f : Rn → Rm, x 7→ Axの基底 v1, v2, · · · , vnと基底w1, w2, · · · , wm

に関する表現行列は (w1 w2 · · · wm)−1A (v1 v2 · · · vn) であることを示せ。

問題 13. 部分空間 V の基底 v1,v2, . . . ,vnと部分空間W の基底w1,w2, · · · ,wmを選び、
それぞれ VとWで表す。さらに次の写像 p, qを導入する。

p : Rn → V,

x1

...

xn

 7→ x1v1 + · · · + xnvn; q : Rm → W,

y1

...

ym

 7→ y1w1 + · · · + ymwm

線形写像 f : V → W とm × n行列Aに対して次が成り立つことを示せ。

Aが基底 Vと基底Wに関する f の表現行列⇔ ∀x ∈ Rn f ◦ p(x) = q(Ax)

問題 14. 線形写像 f : V → W に対しある基底に関する表現行列をAとする。このとき f

が同型写像であることとAが正則な正方行列であることは同値である。これを示せ。

問題 13において基底 Vと基底Wに関する f の表現行列をAとすると

p(Aを係数行列とする同次連立 1次方程式の解空間) = Ker f

が成り立つ。またA = (a1 a2 · · · an)とブロック分けすると

q(〈a1, a2, · · · , an〉) = Im f

が成り立つ。以上より次が示せる。
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1◦ 係数行列Aを持つ同次連立 1次方程式の基本解を選びそれを k1, . . . ,klとする。こ
のとき p(k1), . . . , p(kl)はKer f の基底であり、dim Ker f は解の自由度 lに等しい。

2◦ 〈a1, a2, · · · , an〉の基底を選びそれをb1, . . . ,brとする。このとき q(b1), . . . , q(br)は
Im f の基底である。よって dim Im f は rank Aに等しい。

更に次の定理が読み取れる。

定理 1. （次元公式）線形写像 f : V → W に対して次が成り立つ：

dim V = n = rank A +解の自由度 = dim Im f + dim Ker f

例 1. 写像M(2, R) → R, X 7→ tr X は線形である。このとき

像 = R, 核 = {X ∈ M(2, R) | tr X = 0}

であるから、以下の通り次元公式が確かに成り立つ。

dim M(2, R) = 4 = 1 + 3 = dim像+ dim核

問題 15.

2 4 1 4

1 2 2 5

3 6 2 7

 を表現行列とする線形写像R4 → R3 について考える。

(1) 核の基底と像の基底をそれぞれ 1組求めよ。

(2) 次元公式が成り立つことを確かめよ。

定義 3. 部分空間 V に対して 2組の基底 v1,v2, . . . ,vnと ṽ1, ṽn, . . . , ṽnを選び、それぞれ
Vと Ṽで表す。このとき恒等写像 V → V , x 7→ xの基底 Ṽと基底 Vに関する（順序に注
意せよ）表現行列 P を基底 Vから基底 Ṽへの基底変換の行列という。

注 2. 各成分が V の元であるような行ベクトルを形式的に考えると、

(ṽ1 ṽ2 · · · ṽn) = (v1 v2 · · · vn)P 更に省略して Ṽ = VP

というように、定義 3を表現できる。

問題 16. R2において、次の基底変換の行列をそれぞれ求めよ。

(1) 標準基底から基底

(
1

2

)
,

(
−1

0

)
へ　 (2) 基底

(
1

2

)
,

(
−1

0

)
から標準基底へ

(3) 基底

(
1

0

)
,

(
1

1

)
から基底

(
2

1

)
,

(
1

2

)
へ

問題 17. R3において基底

−1

1

1

 ,

0

0

1

 ,

−2

1

1

から基底
2

1

0

 ,

−1

2

1

 ,

 0

1

−1

への基
底変換の行列を求めよ。
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問題 18. M(2, R)において次の基底変換の行列を求めよ。(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
>>

(
1 2

0 0

)
,

(
−3 1

0 0

)
,

(
0 0

1 3

)
,

(
0 0

2 −1

)
問題 19. Rnにおいて標準基底から基底 v1, . . . ,vnへの基底変換の行列を求めよ。

問題 20. 部分空間 V に対して 2組の基底 v1,v2, . . . ,vnと ṽ1, ṽn, . . . , ṽnを選び、それぞ
れ Vと Ṽで表す。さらに次の写像を導入する。

q : Rn → V,

x1

...

xn

 7→ x1v1 + · · · + xnvn; q̃ : Rn → W,

y1

...

yn

 7→ y1ṽ1 + · · · + ynṽn

n次正方行列 P に対して次が成り立つことを示せ。

P が基底 Vから基底 Ṽへの基底変換の行列⇔ ∀x ∈ Rn q(Px) = q̃(x)

問題 21. 次で定義される線形変換を考える。

R3 → R3,

x1

x2

x3

 7→

x1 + 2x2 + 2x3

2x2 + 2x3

3x3



(1) 基底

1

0

0

 ,

2

1

0

 ,

3

2

1

に関する表現行列Aを求めよ。

(2) 基底

1

2

3

 ,

0

1

2

 ,

0

0

1

に関する表現行列Bを求めよ。

(3) (1)で与えた基底から (2)で与えた基底への基底変換の行列 P を求めよ。

(4) B = P−1AP が成り立つことを確かめよ。

問題 22. Rnの基底を 3組えらびそれぞれ U , V , W とする。基底 U から基底 V への基底
変換の行列を P とし、基底 V から基底W への基底変換の行列をQとしたとき、基底 U
から基底Wへの基底変換の行列は PQであることを示せ。

問題 23. Rnの基底を 2組えらびそれぞれ U , Vとする。基底 U から基底 Vへの基底変換
の行列をP としたとき、基底Vから基底Uへの基底変換の行列はP−1 であることを示せ。

問題 24. Rnの基底を 2組 V, Ṽ 選び、Rmの基底を 2組W , W̃ 選ぶ。このとき線形写像
f : Rn → Rmに対して、基底 Vと基底Wに関する表現行列をAとし、基底 Ṽと基底 W̃
に関する表現行列をBとする。行列AとBの関係を求めよ。
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