
平成 20 年度 線形代数学演習 II
プリントNo.7（12月 3日配付）略解

問題 1. (1) 各 kに対して ekと x −
∑r

i=1(x, ei)eiは直交すること（プリントNo.5問題
18(1)を見よ）、同値性 ∀k (y, ek) = 0 ⇔ y ∈ 〈e1, . . . , er〉⊥ が成り立つこと（プリン
トNo.5問題 9と関連）および V = 〈e1, . . . , er〉 であることによる。

(2) y =
∑r

i=1(x, ei)eiと z = x −
∑r

i=1(x, ei)eiが求めるものである。

(3) y,y′ ∈ V , z, z′ ∈ V ⊥, y + z = xかつ y′ + z′ = x であるとする。 差し引きすると

y − y′ = z′ − z

V , V ⊥は部分空間であるから y − y′ ∈ V かつ z′ − z ∈ V ⊥ が成り立つ。よって

(y − y′,y − y′) = (y − y′, z′ − z) = 0 ∵ V の元と V ⊥の元は直交

となる。内積の性質より y − y′ = oすなわち y = y′を得る。

問題 2. (1) xの V に関する直交分解を y, zとする。このとき x − y = z ∈ V ⊥かつ
y ∈ V である。一意性は問題 1(3)と同様に示せる。

(2) pの線形性：x,x′ ∈ Rnとする。p(x), p(x′)の決定条件は次の通りである。

x − p(x) ∈ V ⊥, p(x) ∈ V,x′ − p(x′) ∈ V ⊥, p(x′) ∈ V.

ここで V , V ⊥は部分空間であるから

x + x′ − (p(x) + p(x′)) = x − p(x) + x′ − p(x′) ∈ V ⊥ かつ p(x) + p(x′) ∈ V

これは p(x) + p(x′) = p(x + x′)を意味する。スカラー倍に関する考察は省略する。

1◦ y ∈ V なら y − y = o ∈ V ⊥なので p(y) = yが成り立つ。他方 p(x)の決定条件
より p(x) ∈ V である。従って p(p(x)) = p(x)を得る。

2◦ V の元と V ⊥の元は直交するので、内積 (p(a),b− p(b))は 0である。内積の性質
（双線形性）を使って式変形する。

(p(a),b) = (p(a), p(b) + b − p(b)) = (p(a), p(b)) + (p(a),b − p(b)) = (p(a), p(b))

上の変形においてaとbを入れ替えると (p(b), a) = (p(b), p(a))が得られる。よって

(p(a),b) = (p(a), p(b)) = (p(b), p(a)) = (p(b), a) = (a, p(b))

ここで内積の性質（対称性）を２度適用している。

問題 3. 逆行列は転置行列で与えられる。

平成 20 年度 線形代数学演習 II (担当：岩田 / TA：藤原、富永) 12月 3日略解 1



問題 4. ブロック分けをつかうと tAAは (i, j)成分は内積 (ai, aj)で与えられる。

問題 5. (1) (a, b) = (
√

3/2,
√

3/2)または (a, b) = (−
√

3/2,−
√

3/2)

(2) (a, b, c) = (
√

2/2, 0,−
√

2/2)または (a, b, c) = (−
√

2/2, 0,
√

2/2)

問題 6. 与えられた行列が直交行列であることは直接確かめられる。逆に 2次直交行列の
ブロック分けを (a b)とする。aは単位ベクトル、即ち単位円周上に終点を持つので角度
θを用いて a = t(cos θ sin θ)と表せる。これと直交する単位ベクトルは t(− sin θ cos θ)

あるいは t(sin θ − cos θ)のみである。

問題 7. (1) 注 1で述べたように直交行列Aに対して tAはAの逆行列を与える。

(2) t(tA) = Aであるから小問 (1)より t(tA) tA = A tA = Eを得る。

(3) 積行列の行列式および転置行列の行列式に関する公式より。

問題 8. (1) t(AB) AB = tB tAAB = tB B = Eより積ABは直交行列である。

(2) Bは逆行列を持ち、それは tBで与えられる。tBも直交行列であり、直交行列の積
は直交行列であるからA = AB tBも直交行列である。

問題 9. ヒントで述べたように (e1 . . . en) は直交行列である。よって

A 直交行列 ⇔
問題 8

(Ae1 . . . Aen) 直交行列 ⇔
問題 4

Ae1, . . . , Aen Rnの正規直交系

問題 10. 成分表示をすれば分かる。

問題 11. 内積に関する議論は問題 10(2)で尽くされている。全射性についての考察：A

が直交行列なら注 1で述べたように Aは正則である。よって任意の y ∈ Rn に対して
y = A(A−1y)が成り立つので、Rn → Rn, x 7→ Axは全射である。

問題 12. (1) 定義 2の条件 1◦を仮定すると ‖f(x)‖2 = (f(x), f(x)) = (x,x) = ‖x‖2が
成り立つ。逆に ∀x ∈ V ‖f(x)‖ = ‖x‖ を仮定する。プリントNo.5問題 13にょれば

4(f(x), f(y)) = ‖f(x) + f(y)‖2 − ‖f(x) − f(y)‖2

= ‖f(x + y)‖2 − ‖f(x − y)‖2 =
仮定

‖x + y‖2 − ‖x − y‖2 = 4(x,y)

(2) x ∈ Ker f ⇒ (x,x) = (f(x), f(x)) = 0 ⇒ x = o これは単射性を意味する。

(3) 小問 (2)より定義 2の条件 1◦を満たす線形変換は単射である。他方、注 2によれば、
線形変換に対しては単射性と全射性は同値である。よって条件 2◦は冗長である。

問題 13. 問題 12(1)の条件を確かめる。双線形性を使って変形する。

(x − 2(x, e)e,x − 2(x, e)e) = (x,x) − 2(x, e)(x, e) − 2(x, e)(e,x) + 4(x, e)2(e, e)

= (x,x) − 4(x, e)2 + 4(x, e)2 = (x,x).
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問題 14. (1) 線形写像の定義域を部分空間に制限しても線形であることは変わりない。
さて問題 12で述べたように直交変換は単射である。単射な写像の定義域を制限して
も単射であることは変わりない。よって写像 V → V , x 7→ f(x)は単射な線形変換
である。注 2で述べたように線形変換に関しては単射なら全射になってしまう。

(2) y ∈ V ⊥とする。任意の x ∈ V に対して、小問 (1)により、x = f(z)となるよう
な z ∈ V が存在する。このとき (f(y),x) = (f(y), f(z)) = (y, z) = 0が成り立つ。
x ∈ V は任意なのでこれは f(y) ∈ V ⊥を意味する。

問題 15. (1) 省略 (2) (3, 4), (3,−4), (−3, 4), (−3,−4)および aと bを入れ替えたもの。

問題 16. ((E − A)(E + A)−1)∗ = ((E + A)−1)∗(E − A)∗ = (E + A∗)−1(E − A∗)と変形
し、A = −A∗を使うと ((E − A)(E + A)−1)∗ = (E − A)−1(E + A) = (E + A)(E − A)−1

を得る。

問題 17. 問題 4参照

問題 18. 問題 7と問題 8参照

問題 19. 問題 9参照

問題 20. 問題 10参照

問題 21. 問題 11参照

問題 22. 問題 12とプリントNo.6問題 12(2)参照

問題 23. (1) 不等式 tr(XX∗) ≥ 0と条件 tr(XX∗) = 0を調べるには、行列X の i行 j

列成分をXijとすると tr(XX∗) =
∑

1≤i≤m,1≤j≤n |Xij|2 であることを使えばよい。

(2) まずAXB(AY B)∗ = AXBB∗Y ∗A∗ = AXY ∗A∗である。トレースの性質を使うと

tr(AXY ∗A∗) = tr(A∗AXY ∗) = tr(XY ∗)

問題 24. (1) 与えられた行列を順に I, J , K と書くと I∗ = −I, J∗ = −J , K∗ = −K,

I2 = J2 = K2 = −E/2であり、各X ∈ M(2, C)に対して次が成り立つ。

X =
tr X

2
E − tr(XI)I − tr(XJ)J − tr(XK)K

X ∈ V なら tr X = 0であるから、これより V は I, J,Kで張られる。

(2) 小問 (1)より、X ∈ V ⊥ ⇔ tr(XI) = 0, tr(XJ) = 0, tr(XK) = 0 ⇔ X ∈ 〈E〉C

(3) tr(AXB) = tr(XBA) = tr(X(A∗B∗)∗)と小問 (2)に注意する。

1◦ ⇔ ∀X ∈ V tr(AXB) = 0 ⇔ A∗B∗ ∈ V ⊥ ⇔ A∗B∗ ∈ 〈E〉C

ここで k ∈ Cに対して同値性A∗B∗ = kE ⇔ BA = kEが成り立ち、またBAはユ
ニタリ行列であるから、上は 2◦と同値になる。
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