
平成 20 年度 線形代数学演習 II
水曜 1・2 時限，総合科学部K203

プリントNo.8（12月 10日配付）

今回を含めて以後のプリントでは、特に指定しない限り、スカラー倍は複素数の範囲で
考える。メインテーマは固有値と固有ベクトルであるが、その前に関連する事項について
複素数の範囲でまとめ直しておこう。復習にもなるので各自証明をつけてみよ。

基本事項： A ∈ M(m, n, C)とする。

i) AはC上で標準階段行列に行基本変形できる。

ii) できた標準階段行列は基本変形の手順に依存しない。

iii) 一意的に決まる標準階段行列の階数をAの階数という。

注 1. A ∈ M(m,n, R)とする。

i) 実行列は標準階段行列に実数の範囲で行基本変形できる（線形代数学演習 Iで取
り扱った）。できた標準階段行列をBとする。

ii) もちろん A ∈ M(m,n, C)であるから、標準階段行列に複素数の範囲で行基本変形
できる。できた標準階段行列をCとする。

iii) 実数の範囲で実行可能なら複素数の範囲で実行可能になるので、手順に依存しない
ことにより、B = Cが成り立つ。

以上により、実行列についてはR上で考えた階数とC上で考えた階数は一致する（こと
の真相は代数学の講義で解明される）。

基本事項：A ∈ M(m,n, C)とそれを表現行列とする複素線形写像f : Cn → Cm

について以下の 1◦ ∼ 4◦はそれぞれ同値である。

1◦ rank A < nが成り立つ。

2◦ Aを係数行列とする同次連立 1次方程式はC上で非自明解をもつ。

3◦ 複素線形写像 f の核は自明でない（即ちKer f 6= {o}である）。

4◦ 複素線形写像 f は単射でない。

命題 2◦は表現が長々しいので次の記号を導入しておこう。

記号： Ker A := Aを係数行列とする同次連立 1次方程式の複素解空間

正方行列の場合は、行列式という概念が有効である。
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基本事項： A ∈ M(n, C)について以下の同値性が成り立つ。

rank A < n ⇔ |A| = 0 （|A|は行列式を表す）⇔正則でない

定義 1. A ∈ M(n, C), λ ∈ Cとする。

(1) λに属するAの固有ベクトルとは条件x 6= oかつAx = λxを満たすx ∈ Cnをいう。

(2) λに属するAの固有ベクトルが存在するような λをAの固有値という。

定理 1. A ∈ M(n, C), λ ∈ Cとする。またEを n次単位行列とする。

(i) λがAの固有値であることは以下の 1◦～3◦それぞれと同値である。

1◦ Ker(A − λE) 6= {o}. 2◦ rank(A − λE) < n.

3◦ |λE − A| = 0 (⇔ |A − λE| = 0).

(ii) λはAの固有値であるとする。このとき λに属するAの固有ベクトル全体の集合は
Ker(A − λE)から oを取り除いたものである。

問題 1. 次のそれぞれについて行列の固有値を求めよ。また各固有値に対してそれに属す
る固有ベクトルを求めよ。

(1)

(
1 −1

2 4

)
(2)

(
5 2

−2 1

)
(3)

(
1 0

−4 −1

)
(4)

−1 −3 −4

−2 0 −2

3 3 6


問題 2. 正方行列Aに対して次の同値性を示せ。

Aは正則である ⇔ 0はAの固有値でない

問題 3. λ ∈ CをA ∈ M(n, C)の固有値とする。λに属するAの固有ベクトル xに対して
次をそれぞれ示せ。

(1) a, b, c ∈ Cとする。このとき aλ2 + bλ + cは aA2 + bA + cEの固有値であり、xは
aλ2 + bλ + cに属する aA2 + bA + cEの固有ベクトルである。

(2) Aは正則かつ λ 6= 0とする。このとき 1/λはA−1の固有値であり、xは 1/λに属す
るA−1の固有ベクトルである。

(3) λはAの固有値であり、xは λに属するAの固有ベクトルである。

問題 4. λ ∈ RをA ∈ M(n, R)の固有値とする。このとき λに属するAの固有ベクトル x

には x ∈ Rnであるようなものが存在することを示せ。

問題 5. (1) A2 = Eを満たす正方行列Aの固有値は 1または−1であることを示せ。

(2) A2 = Aを満たす正方行列Aの固有値は 0または 1であることを示せ。
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問題 6. (1) べき零行列とはある 1以上の整数 rに対してArが零行列になるような正方
行列Aをいう。べき零行列Aの固有値は 0だけであることを示せ。

(2) A ∈ M(n, C)とする。1 ≤ j ≤ i ≤ nなるすべての組 i, jについてAの (i, j)成分が
0であるとき、行列Aの固有値は 0だけであることを示せ。

定理 2. A ∈ M(n, C)とする。

(i) 複素係数 n次多項式 φが一意に存在して |λE − A| = φ(λ)が成り立つ。

(ii) 多項式 φの n次の係数は 1であり、n − 1次の係数は− tr A （Aのトレースに−を
つけたもの）であり、また 0次の係数は (−1)n|A|である。

定義 2. A ∈ M(n, C)に対して定理 2で述べられている多項式 φをAの固有多項式という
（特性多項式ともいう）。また未知数 λに関する方程式 φ(λ) = 0をAの固有方程式という。

問題 7. 次のそれぞれについて行列の固有多項式を求めよ。また固有方程式の解を求めよ。

(1)

(
5 8

1 3

)
(2)

 1 1 3

−3 3 1

2 −1 0

 (3)

1 −2 0

2 0 3

1 2 2

 (4)

 1 0 1

−1 2 1

0 0 2


問題 8. A ∈ M(n, C)に対してAの固有多項式と tAの固有多項式は一致することを示せ。

問題 9. P を n次正則行列とする。A ∈ M(n, C)に対してAの固有多項式とP−1AP の固
有多項式は一致することを示せ。

問題 10. A ∈ M(n, C), B ∈ M(m, C)に対してそれらの固有多項式をそれぞれ φA, φBと

する。このとき

(
A C

O B

)
の固有多項式は φAφBと因数分解されることを示せ。

定理 3. A ∈ M(n, C), λ ∈ Cとする。このとき以下の同値性が成り立つ。

λはAの固有値である ⇔ λはAの固有方程式の解である

注 2. 任意の複素係数n次多項式φは複素数の範囲でn個の 1次式の積に因数分解される。
また因数分解のされ方は因子の順番と定数倍を除いて一意的である。

定理 4. A ∈ M(n, C)の相異なる固有値全体を並べたものを λ1, . . . , λrとする。このとき
Aの固有多項式 φは次のように因数分解される。

φ(λ) = (λ − λ1)
m(1) · · · (λ − λr)

m(r) 但しm(1), . . . ,m(r)は 1以上の整数

定義 3. A ∈ M(n, C)に対して定理 4で述べられているm(1), . . . ,m(r)をそれぞれ固有値
λ1, . . . , λrの重複度という（多重度ともいう）。

注 3. 定理 4によれば任意のA ∈ M(n, C)は必ず固有値を持つ。これは深遠な事実である。
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問題 11. A ∈ M(n, C)の固有値全体を重複度こみで並べたものを λ1, . . . , λnとする。

(1) λ1 + · · · + λn = tr Aが成り立つことを示せ。

(2) λ1 · · ·λn = |A|が成り立つことを示せ。

問題 12. A ∈ M(n, C)の固有値全体を重複度こみで並べたものを λ1, . . . , λnとする。こ
のとき次のそれぞれについて行列の固有値を求めよ。

(1) tA (2) A−1 ただしAは正則とする。 (3) 2A (4) E − A

定義 4. λ ∈ CをA ∈ M(n, C)の固有値とする。このとき部分空間Ker(A − λE)を λに
属するAの固有空間という。

注 4. 次元公式により dim Ker(A − λE) = n − rank(A − λE)が成り立つ。

問題 13. 次のそれぞれについて行列の固有値を求めよ。また各固有値に対してその重複
度とそれに属する固有空間の次元を比較せよ。

(1)

(
0 3

2 1

)
(2)

 1 1 0

2 2 0

−2 1 3

 (3)

1 0 0

1 −1 1

1 0 1


問題 14. 次のそれぞれについて行列の固有値を求めよ。また各固有値に対してそれに属
する固有空間の次元と基底を求めよ。

(1)

(
3 1

1 3

)
(2)

(
1 −2

1 1

)
(3)

−3 −9 −12

1 3 4

0 0 1

 (4)

 1 −1 −1

−1 1 −1

1 1 3


注 5. 複素線形変換 f : V → V が与えられたとする。λ ∈ Cとする。

(1) λに属する fの固有ベクトルとは条件x 6= oかつ f(x) = λxを満たすx ∈ V をいう。

(2) λに属する f の固有ベクトルが存在するような λを f の固有値という。

V の基底 v1,v2, · · · ,vnを一つ選び、それに関する f : V → V の表現行列をAとしよう。
複素線形同型写像 pを次により導入すると ∀x ∈ Cn f(p(x)) = p(Ax) が成り立つ。

p : Cn → V,

x1

...

xn

 7→ x1v1 + · · · + xnvn

このとき、λ ∈ Cと x ∈ Cnに対して、それぞれ次の同値性が成り立つ。

(i) p(x)は λに属する f の固有ベクトル⇔ xは λに属するAの固有ベクトル

(ii) λは f の固有値 ⇔ λはAの固有値
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