
平成 20 年度 線形代数学演習 II
水曜 1・2 時限，総合科学部K203

プリントNo.9（1月 14日配付）

今回のプリントでも、特に指定しない限り、スカラー倍は複素数の範囲で考える。ま
たEは n次単位行列（次数 nはその場に応じて適切に選ぶ）を表すことにする。

問題 1. A =

(
8 3

1 6

)
またはA =

(
1 3

4 2

)
とする。

(1) Aの固有値は 2個あり、両方とも実数でありまた重複度は 1であることを確かめよ。
固有値を小さいほうから λ1, λ2とする。

(2) λ1, λ2に属する固有空間はそれぞれ 1次元であることを確かめよ。それぞれの基底
を一つ選び p1, p2とせよ。

(3) P = (p1 p2), Q = (p2 p1) とおくとき、P , Qは共に正則行列であることを確か
め、更に P−1AP , Q−1AQを求めよ。

問題 2. λ1, λ2 . . . , λr ∈ CをA ∈ M(n, C)の相異なる固有値とする。次をそれぞれ示せ。

(1) x ∈ Ker(A− λ1E)なら (A− λ2E) · · · (A− λrE)x = (λ1 − λ2) · · · (λ1 − λr)xである。

(2) 2 ≤ i ≤ rかつ x ∈ Ker(A − λiE)なら (A − λ2E) · · · (A − λrE)x = oである。

(3) 各 i = 1, 2, . . . , rに対し vi ∈ Ker(A− λiE)とする。このとき v1 + v2 + · · ·+ vr = o

なら全ての iに対して vi = oである。

問題 2(3)で述べた事実を使うと次の定理が証明できる。

定理 1. λ1, λ2 . . . , λr ∈ CをA ∈ M(n, C)の相異なる固有値とする。

• 各 i = 1, 2, . . . , rに対し組 vi1,vi2, . . . ,vid(i) ∈ Ker(A− λiE)が 1次独立であるなら、
組 v11,v12, . . . ,v1d(1), . . . ,vr1,vr2, . . . ,vrd(r) も 1次独立である。

• 特に、各 i = 1, 2, . . . , rに対し viが λiに属する Aの固有ベクトルであるなら、組
v1,v2, . . . ,vrは 1次独立である。

問題 3. 定理 1を示せ。

問題 4. A ∈ M(n, C)の固有値についてすべて重複度 1であるとする。次をそれぞれ示せ。

(1) Aの固有ベクトルのみを列ブロックとする n次正則行列 (v1 . . . vn) が存在する。

(2) 行列 P を (1)で述べたものの一つとする。このとき P−1AP は対角行列である。
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問題 5. 次のそれぞれについて行列の固有値とその重複度を求めよ。さらに問題 4の手順
で対角化できることを確かめよ。

(1)

(
5 −2

1 8

)
(2)

 7 −2 −4

−1 5 1

3 −2 0

 (3)

2 0 −6

0 2 0

2 0 4


問題 6. α ∈ CをA ∈ M(n, C)の固有値とする。また組 v1, . . . ,vr ∈ Ker(A− αE)は 1次
独立であるとする。次をそれぞれ示せ。

(1) ブロック分けが (v1 . . . vr ∗) という形の n次正則行列 P が存在する。

(2) 行列 P を (1)で述べたものの一つとする。このとき次が成り立つ。

P−1AP =

(
αEr B

O C

)
ここでErは r次単位行列Oは (n − r) × r零行列

(3) 行列Cを (2)で述べたものとする。このときAの固有多項式は (λ−α)rとCの固有
多項式の積である。従って固有値 αの重複度は r以上である。

問題 6(3)で述べた事実を使うと次の定理が証明できる。

定理 2. A ∈ M(n, C)の相異なる固有値全体を並べたものを λ1, . . . , λrとし、それぞれの
重複度をm(1), . . . ,m(r)とする。このとき次の関係が成り立つ。

dim Ker(A − λ1E) ≤ m(1), . . . , dim Ker(A − λrE) ≤ m(r)

問題 7. 定理 2を示せ。

定理 3. A ∈ M(n, C)に対して以下の 1◦ ∼ 3◦は同値である。

1◦ 固有値全体を重複度こみで並べたものを λ1, . . . , λnとするとき、次の形に対角化す
る n次正則行列 P が存在する。

P−1AP =


λ1

λ2

0

0
. . .

λn


2◦ 固有ベクトル v1, . . . ,vnから構成されるCnの基底が存在する。

3◦ 相異なる固有値全体を並べたものを λ1, . . . , λrとし、各 λiの重複度をm(i)とする
とき、次の関係が成り立つ。

dim Ker(A − λ1E) = m(1), . . . , dim Ker(A − λrE) = m(r)
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問題 8. 定理 3を示せ。

問題 9. 次のそれぞれについて対角化可能性を判定し、対角化可能なら対角化する正則行
列を求めよ。

(1)

(
2 1

−1 0

)
(2)

4 −6 6

3 −5 3

3 −3 1

 (3)

 3 −2 −1

1 0 −1

−2 4 4

 (4)

1 1 1

0 1 0

0 0 2


問題 10. A,B ∈ M(n, C)とする。同一の n次正則行列 P によってA, Bが共に対角化さ
れるならAB = BAが成り立つことを示せ。

問題 11. λ ∈ Cと 1以上の整数 nに対して、λのみを固有値とする n次正方行列Aであっ
て dim Ker(A − λE) = 1を満たすようなものの例を挙げよ。

問題 6を解くときに使う考えをもとにして次の定理が証明できる。

定理 4. A ∈ M(n, C)の固有値全体を重複度こみで並べたものを λ1, . . . , λnとする。この
とき次の形に三角化する n次正則行列 P が存在する。

P−1AP =


λ1

λ2

∗
0

. . .

λn


定義 1. 定理 4で述べられているような形を持つ正方行列を上三角行列という。

問題 12. 定理 4を示せ。

問題 13. 次のそれぞれについて行列の固有値と三角化する正則行列を求めよ。

(1)

 4 3 7

−2 −1 4

0 0 1

 (2)

 2 −1 1

0 1 1

−1 1 1


問題 14. 各 i = 1, 2, . . . , nに対しAiは上三角行列であり、その i行 i列成分は 0とする。

(1) 積A1A2の第 1列と第 2列は零ベクトルであることを確かめよ。

(2) 各 k = 1, 2, . . . , nに対し積A1 · · ·Akはどのような特徴を持つか。

(3) 積A1 · · ·Anは零行列であることを示せ。

問題 15. A ∈ M(n, C)がべき零行列であることはAの固有値が 0のみであることと同値
である。これを示せ。ヒント：プリントNo.8の問題 6と定理 4

定理 4と問題 14(3)で述べた事実を使うと次の定理が証明できる。
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定理 5. A ∈ M(n, C)の固有値全体を重複度こみで並べたものを λ1, . . . , λnとする。この
とき積 (A − λ1E) · · · (A − λnE)は零行列である。

問題 16. 定理 5を示せ。

定義 2. xを変数とする複素係数m次多項式 φが与えられたとする。

φ = c0x
m + · · · + cm−1x + cm 但し c0 6= 0

A ∈ M(n, C)が与えられたとき正方行列Aの多項式 φへの代入φ(A)を次で定義する。

φ(A) = c0A
m + · · · + cm−1A + cmE ∈ M(n, C)

問題 17. A ∈ M(n, C)の固有多項式を φとする。このときAの φへの代入 φ(A)は零行
列であること（Hamilton-Cayleyの定理）を示せ。

問題 18. A =

3 −2 −3

0 2 0

4 7 −5

に対しA4 + A3 − 7A2 + 2A + 8Eを求めよ。

問題 19. A ∈ M(n, C)の固有値全体を重複度こみで並べたものを λ1, . . . , λnとする。多
項式 φに対して行列 φ(A)の固有値全体は重複度こみで φ(λ1), . . . , φ(λn)で与えられるこ
と（Frobeniusの定理）を示せ。ヒント：定理 4

問題 20. A =

 2 −17 −89

1 12 41

−1 −3 −2

とする。
(1) 行列A3 − 12A2 + 48A − 62Eの固有値を求めよ。

(2) Aは正則行列であることを確かめ、さらにA−1の固有値を求めよ。
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