
平成 20 年度 線形代数学演習 II
プリントNo.10（1月 21日配付）略解

問題 1. (1) λ ∈ CをAの固有値とし、v ∈ Cnを λに属するAの固有ベクトルとする。
標準エルミート内積の諸性質とプリントNo.7問題 20(1)で述べた関係を使う。その
際A∗ = Aであることに注意する。変形は以下の通りである。

λ(v,v) = (λv,v) = (Av,v) = (v, Av) = (v, λv) = λ(v,v)

(v,v) 6= 0なので、λ = λが成り立ち、従って λは実数である。

(2) 以後はすべて実数の範囲で考察する。標準内積の諸性質とプリントNo.7問題 10(1)

で述べた関係を使う。その際 tA = Aに注意する。変形は以下の通りである。

λ1(u,v) = (λ1u,v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, λ2v) = λ2(u,v)

λ1 − λ2 6= 0なので、(u,v) = 0が成り立つ。

(3) 再びプリントNo.7問題 10(1)で述べた関係、tA = Aであることおよび標準内積の
性質を使う。任意の u ∈ KerR(A − λE)に対して以下の通り変形できる。

(Av,u) = (v, Au) = (v, λu) = λ(v,u) = 0 ∵ vはKerR(A − λE)の元と直交

(4) 背理法で証明する。λ = αであるとしよう。すると vはKerR(A − αE)にも属し、
KerR(A−αE)⊥にも属することになる。プリントNo.5問題 10(2)によれば、そのよ
うな vは oのみである。これは固有ベクトルであることの条件 v 6= oに矛盾する。

問題 2. 基底 p1, · · · ,pnに関する vの座標を c1, · · · , cnと書こう。条件P−1P = Eは別の
表現で P−1v1 = e1, . . . , P−1vn = enと書ける（e1, · · · , enはRnの標準基底）。従って

P−1v = c1e1 + · · · + cnen =

c1

...

cn


となる。他方、座標の一意性により、次の同値性が成り立つ：

v ∈ 〈pr+1, · · · ,pn〉 ⇔各 i ≤ rに対して ci = 0が成り立つ

右にある条件は P−1vの第 1成分から第 r成分までが 0であることを意味する。
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問題 3. (1) プリントNo.7定理 1によれば、次に述べる直交分解が成り立つ：

各 x ∈ Rnに対し y + z = xを満たす y ∈ V と z ∈ V ⊥が一意に存在。

特に次が分かる：V 6= Rn なので、V ⊥ 6= {o}も成り立つ。プリント No.5定理 2

によれば部分空間 V ⊥は正規直交基底をもつ。それを u1, · · · ,usとする。このとき
組 v1, · · · ,vr,u1, · · · ,usは再び正規直交系であり、従って 1次独立となる。これを
p1, · · · ,pr+sと表そう。さて直交分解定理より各 x ∈ Rnは V の元 yと V ⊥の元 zの
和でかけ、更に yは v1, · · · ,vrの 1次結合、zはu1, · · · ,usの 1次結合である。よっ
て各 x ∈ Rnは p1, · · · ,pr+sの 1次結合で表せる。以上より組 p1, · · · ,pr+sはRnの
正規直交基底となり (従って r + s = n)、これが求めるものである。

(2) x ∈ Rnとする。基底 p1, · · · ,pnに関する xの座標 c1, · · · , cnは、プリントNo.5問
題 19によれば、ci = (x,pi)と与えられる。よって

x ∈ 〈pr+1, · · · ,pn〉 ⇔各 i ≤ rに対して (x,pi) = 0が成り立つ

という同値性を得る。右にある条件は次と同値である。

各 v ∈ 〈p1, · · · ,pr〉に対して (x,v) = 0が成り立つ

他方 〈p1, · · · ,pr〉 = V と仮定しているので、上は x ∈ V ⊥を意味する。従って

x ∈ 〈pr+1, · · · ,pn〉 ⇔ x ∈ V ⊥

という同値性を得るので、〈pr+1, · · · ,pn〉 = V ⊥ が成り立つ。

問題 4. (1) 問題 3(1)によれば、いくつかRnの元 u1, . . . ,un−rを付加してRnの正規直
交基底 v1, . . . ,vr,u1, . . . ,un−rを構成できる。次のブロック分けを持つ行列

P = (v1 . . . vr u1 . . . un−r)

は n次直交行列である。これが求めるものである。

(2) 条件 P−1P = E（n次単位行列）は別の表現で次のように書ける：

(P−1v1 . . . P−1vr P−1u1 . . . P−1un−r) = (e1 . . . er er+1 . . . en)

ここで e1, · · · , enはRnの標準基底である。さてAvi = αviであるから、

各 i ≤ rに対して P−1Avi = αeiが成り立つ

他方、問題 3(2)によれば、次が成り立つ：

〈u1, · · · ,un−r〉 = KerR(A − αE)⊥
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i = 1, . . . , n − rとする。ui ∈ KerR(A − αE)⊥ であるから、問題 1(3)により、

Aui ∈ KerR(A − αE)⊥ = 〈u1, · · · ,un−r〉

であり、さらに問題 2を適用して、P−1Auiの第 1成分から第 r成分までは 0である
ことが分かる。以上に注意すると次のように変形できる：

P−1AP = (P−1Av1 . . . P−1Avr P−1Au1 . . . P−1Aun−r) =

(
αEr O

O A′

)

ここでP−1 = tP であるから、P−1AP も実対称行列である。従って右下に現れるブ
ロックA′も実対称行列である

(3) λをA′の固有値とする。λは実数であり、λに属するA′の固有ベクトル uはRn−r

から選べる。このとき P

(
0

u

)
∈ Rnは λに属する Aの固有ベクトルである。また

問題 2により、それは 〈u1, · · · ,un−r〉 = KerR(A− αE)⊥に属する。従って問題 1(4)

を適用して λ 6= αであることが分かる。故に αはA′の固有値でない。

(4) プリントNo.8の問題 9によれば、Aの固有多項式は P−1AP のそれと同じである。

他方、プリントNo.8の問題 10によれば、

(
αEr O

O A′

)
の固有多項式は αErの固有

多項式とA′の固有多項式の積に等しい。更にαErの固有多項式は (λ−α)rである。
故にAの固有多項式は (λ−α)rとA′の固有多項式の積である。さて (3)で見たよう
に、αはA′の固有値でない。従ってA′の固有多項式を因数分解するとき、λ−αと
いう因子は現れない。よって固有値 αの重複度は rに等しい。

問題 5. 省略。

問題 6. 省略。

問題 7. 省略。
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