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学術・技術論文

幾何学的力覚提示アルゴリズムの力学的解釈と
インピーダンス型およびアドミッタンス型の実装法

菊 植 亮∗ 藤 本 英 雄∗

Impedance- and Admittance-Type Implementation of Geometric Haptic Rendering
Algorithms Based on Mechanistic Interpretation

Ryo Kikuuwe∗ and Hideo Fujimoto∗

Geometric haptic rendering algorithms, in which virtual proxy positions are determined according to input device

positions, are widely used for impedance-type haptic rendering. Such methods are intuitively simple because they

reduce mechanistic problems of determining reaction forces into geometric problems of updating proxy positions.

Aiming to extend the scope of application of geometric haptic algorithms, this paper presents a mechanistic inter-

pretation of geometric algorithms and proposes two techniques. One is a technique to combine geometric algorithms

and viscous damping in impedance-type haptic rendering. The other is a technique to utilize geometric algorithms

in admittance-type haptic rendering. The results of implementation experiments are presented.
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1. は じ め に

近年様々な力覚提示装置が開発されているが，それらを用い

た力覚提示の方式は，インピーダンス型とアドミッタンス型の
2種類に大別できる．インピーダンス型力覚提示では，ツール
（力覚提示装置の把持部）の位置がエンコーダなどで測定され，
それに応じてアクチュエータの発生力が決定される．この方式

は，力センサを持たない軽量の力覚提示装置（SensAble 社の
Phantomなど）に適している．それに対してアドミッタンス型
力覚提示では，ツールに取り付けられた力センサの測定値を入
力として計算機内部の仮想ツールの運動が計算され，その運動

に追従するようにツールの位置が制御される．この方式は装置
の関節摩擦や慣性を高剛性の位置制御で抑え込むことができる
ため，比較的大型であるか，あるいは関節摩擦が大きい力覚提
示装置（文献 [1]～[3]など）に適している．

インピーダンス型とアドミッタンス型のいずれの方式におい
ても，形状が複雑な仮想物体を矛盾なく扱うことは難しい問題
である．インピーダンス型力覚提示においては，Fig. 1のよう
に，仮想空間内に「プロクシ」（proxy）と呼ばれる仮想物体を

想定する方法がよく用いられる．プロクシはツールと「仮想連
結」（仮想的なバネ要素，virtual coupling）によって結合され
ており，ツールとともに仮想空間内を移動するが，ツールが仮
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想物体内に入ったときには仮想物体の表面にとどまる．また，1

ステップ時間内のプロクシの移動距離を制限することで，仮想
物体表面の摩擦力を表現することもできる．この方法によって，
反力を決定する力学的な問題は，プロクシの位置を更新する幾

何学的な問題に置き換えられる．
力学的な問題を幾何学的な問題に置き換えることによって，力

という物理量を考慮せずに力覚提示のアルゴリズムを設計する
ことが可能になる．これは，特に開発者（プログラマ）にとっ

て都合がよい．しかし，この方法ではツールを支配する動特性
を設計するのが難しく，少なくとも次の二つの問題が存在する．
第一の問題は，インピーダンス型力覚提示においては，仮想連
結が粘性ダンピングを含まない純粋な弾性要素であるため，装

置が振動的あるいは不安定になりやすいという点である．第二
の問題は，アドミッタンス型力覚提示においては，力の測定値
が入力であるために幾何学的なアルゴリズムは利用しにくいと
いう点である．

本論文では，力覚提示における幾何学的アルゴリズムの応用
範囲の拡大を目的とする．このためにまず，幾何学的アルゴリ

Fig. 1 Impedance-type haptic rendering using a proxy
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ズムの力学的な解釈を示す．そしてその解釈に基づいて，上記
の二つの問題点に対する解決策を与える．すなわち，インピー

ダンス型力覚提示において幾何学的アルゴリズムと粘性ダンピ
ングとを両立させて用いる方法と，アドミッタンス型力覚提示
において幾何学的アルゴリズムを用いる方法を提案する．ここ
での幾何学的アルゴリズムとは結局のところ，位置を入力とし

位置を出力とする関数として表現される．この関数は，入力位
置（Fig. 1 ではツール位置 �）に対して，出力位置（Fig. 1 で
はプロクシ位置 �）を仮想空間内の拘束が満たされるように決
定する．上記の二つの問題点は，力覚提示のソフトウェアの中

でこの関数に適切な入力を与え，その出力を適切に利用するこ
とで解決できる．提案手法によって，インピーダンス型とアド
ミッタンス型のいずれの方式においても幾何学的なアルゴリズ
ムを用いることができるようになり，提示装置に依存しない共

通した形式で仮想空間を記述できるようになる．
以下本論文では，まず第 2章において，従来インピーダンス

型力覚提示で用いられてきた幾何学的アルゴリズムを概説し，
その問題点と限界を述べる．次に第 3章において，幾何学的ア

ルゴリズムの力学的意味を明らかにした上で，仮想連結に粘性
ダンピングを含ませるための方法と，アドミッタンス型力覚提
示に適用するための方法とを示す．第 4章において実験結果を
示し，最後に第 5章でまとめを記す．

2. 幾何学的な力覚提示アルゴリズム

2. 1 プロクシを用いたインピーダンス型力覚提示

プロクシの概念を用いたインピーダンス型力覚提示の方法は，

まず Zilles と Salisbury [4] によって提案された．彼らはツー
ルの代理となる点状物体を仮想空間内に想定し，それを「god

object」と呼んだ．Ruspiniら [5]はこの方法を拡張し，仮想物
体の表面の変形やテクスチャ，あるいは摩擦などを提示する手

法を提案した．彼らはその仮想物体をプロクシと呼び，以後，こ
の呼称がよく用いられるようになった．
以下の議論では，プロクシは大きさを持たない点状の物体で

あると仮定し，仮想空間は n 次元の直交座標系であるとする．

従来のプロクシを用いた力覚提示法の多くは，下記の一般的な
形式で表すことができる．

�(k) = �(K,�(k), �(k − 1)) （1a）

� (k) = K(�(k) − �(k)) （1b）

ここで，kは離散時間のインデックス，� ∈ �n はツールの位置，
� ∈ �

n はプロクシの位置を表す．また，K > 0は仮想連結の
バネ定数を表す．関数 � : �×�

n ×�
n → �

n は位置情報を入

出力とする幾何学的なアルゴリズムを表す．この関数は，現在
のツール位置 �(k)と 1ステップ時間前のプロクシ位置 �(k−1)

を入力とし，現在のプロクシ位置 �(k)を出力とする．関数 �
内の演算にバネ定数 K が用いられることもあるので，K も関

数 � の引数としている．力覚提示装置のアクチュエータ発生力
�(k) ∈ �n は，式（1b）に示されているように，ツールとプロ
クシとの間の位置関係によって決定される．
単純な例として，原点を含み � ∈ �

n（‖�‖ = 1）を外向き

法線ベクトルとする物体表面による片側拘束を考えよう．この

Fig. 2 Unilateral constraint by a frictionless flat surface

(a) Static friction (b) Kinetic friction

Fig. 3 Isotropic Coulomb friction

とき，関数 � は下記のようになる．

�(K,�, �) =

�
� if �T� > 0

� −��T� if �T� ≤ 0
（2）

この定義の関数 � を用いたとき，�，�，および �new =

�(K,�, �) の関係は，Fig. 2 のようになる．ツール位置 � が

物体外部にある場合（すなわち �T� > 0の場合），更新後プロ
クシ位置 �new はツール位置 �と一致する．位置 �が物体外部
にある場合，位置 �new は位置 �の物体表面への正射影となり，
プロクシは物体表面にとどまることになる．

他の例として，下記のように関数 � を定義すると，等方的な
クーロン摩擦力を表現できる [6] [7]．

�(K,�, �) =

��
�

� if ‖� − �‖ ≤ F/K

� − F

K

� − �

‖� − �‖ if ‖� − �‖ > F/K

（3）

ここで，F > 0 は動摩擦力と最大静止摩擦力の大きさを表す．
この定義の関数 � を幾何学的に表すと，Fig. 3のようになる．

このとき，ツール位置 �と 1ステップ時間前のプロクシ位置 �

の距離がある値 F/K 以下であればプロクシは動かず，そうで
なければ，プロクシ位置 �new はツール位置 � から距離 F/K

を保ってツール位置 �に追従する．

さらに，�を外向き法線ベクトルとし，原点を含み，かつ，摩
擦係数が µ > 0である物体表面による片側拘束を考えると，関
数 � は下記のようになる．

�(K,�, �) =

������
�����

� if �T� > 0

�sf if �T�≤0 ∧ ‖�sf−�sf‖≤−µ�T�

�sf + µ�T
�

�sf − �sf

‖�sf − �sf‖
if �T�≤0 ∧ ‖�sf−�sf‖>−µ�T�

（4a）

ただし，

�sf = �− ��
T
� （4b）

�sf = � −��
T
� （4c）
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Fig. 4 Unilateral constraint by a frictional flat surface

である．この定義の関数 � を用いると，Fig. 4のように，プロ
クシの位置は摩擦円錐内にとどまるように更新される．
以上の三例はいずれも極めて単純であるが，仮想環境での相

互作用を記述する基本的な要素を含んでいる．形状が複雑な仮
想物体を力覚提示するとき，プロクシの位置を決定するための
アルゴリズムは一般に単純ではない．計算量を節約しながら矛
盾のない現実感のある力覚提示を行うことを目的として，様々

な方法が試みられている [8]～[10]．いずれの手法も，1 ステッ
プ時間前のプロクシ位置 �(k − 1)と現在のツール位置 �(k)か
らプロクシ位置を更新するという手順は共通しており，式（1a）
の関数 � の形で表すことができる．このように，反力決定とい

う本来は力学的な問題に対して，幾何学的な考察からアルゴリ
ズムを設計できるという点は，開発者にとって好都合であると
いえる．

2. 2 幾何学的アルゴリズムの限界と問題点

インピーダンス型力覚提示において式（1）を用いると，ダン
ピングを含まない弾性力が力覚提示装置から発生することにな
る．通常，提示装置の振動を抑えて安定性を保つためには，速
度に比例する粘性力が必要である．関数 � によって幾何学的に

決定された反力と，速度に比例する粘性ダンピングを，整合性
のある形で組み合わせる問題は単純ではない．例えば，式（1）
を下式で置き換える方法を考えてみよう．

�(k) = �(K,�(k), �(k − 1)) （5a）

�(k) = K(�(k) − �(k)) + B(∇�(k) −∇�(k))/T

（5b）

ここで ∇は後退差分演算子であり，∇x(k)
�
=x(k) − x(k − 1)

である．また，B > 0 は粘性係数を表し，T はステップ時間
を表す．この計算方法は，例えば文献 [10]に示されている．こ
の式を用いると，プロクシ位置とツール位置の幾何学的関係が

反力 �(k) へ正確に反映されないことになる．例えば，仮想物
体表面に触れているツールをその表面から引き離す際には，粘
性項がツールを物体表面へ引き付ける方向の力を発生し，ツー
ルが物体表面に吸着されるような不自然な現象を生むことがあ

る [11] [12]．
なお，例えば文献 [8]で用いられているように，式（1）を

�(k) = �(K,�(k), �(k − 1)) （6a）

�(k) = K(�(k) − �(k)) − B∇�(k)/T （6b）

に置き換えることもできる．この式は接地された仮想ダンパを
プロクシに接続した状況を表し，使用者は仮想物体に接触して

いないときにも粘性抵抗を感じることになる．これは力学的に

は整合性があるが，仮想空間内での使用者の自由な動作を阻害
するため望ましくない．

一方，アドミッタンス型力覚提示では力センサの測定値が入
力となるため，式（1）とはまったく異なった計算手順が必要で
ある．この場合は，計算機の内部にツールの代理となる仮想物
体を想定し，力センサからの入力に応じてその仮想物体の運動

を計算する必要がある．ここでの仮想物体は第 2.1節の議論に
おけるプロクシによく似ているが，それは零でない質量M を
持つ必要がある（以下，アドミッタンス型力覚提示の場合にお
いても，ツールの代理となる仮想物体をプロクシと呼ぶことに

する）．使用者から力センサに加えられた力を �(k)とし，仮想
環境からプロクシに加わる力を �(k) とすると，プロクシの位
置 �(k)は下記の運動方程式によって更新される．

M∇2
�(k)/T 2 = �(k) + �(k) （7）

ここで ∇2 は ∇2x(k) = ∇x(k) − ∇x(k − 1) を表し，左辺の

∇2�(k)/T 2 はプロクシの加速度を表す．実際のツールの位置は
プロクシの位置 �(k)に追従するように位置制御されるため，こ
の式には現れない．また，仮想環境からの力 �(k) は，通常の
場合は，過去のプロクシの運動によって決定される．結局，関

数 � を用いた幾何学的な計算はアドミッタンス型力覚提示では
直接用いることができない．

3. 提 案

3. 1 幾何学的アルゴリズムの力学的解釈

ここでは，式（1）で表される従来の幾何学的な力覚提示方法
の力学的な意味を考える．
まず，式（1b）より �(k) = �(k)− �(k)/K が得られ，これ

を式（1a）に代入すると，下式が得られる．

�(k) = �(K, �(k) − � (k)/K, �(k − 1)) （8）

この式は，�(k)，�(k− 1)，および �(k)の間に存在する代数拘
束を表している．プロクシの質量は零であるので，プロクシに
加わる力の総和は常に零となる．仮想連結からプロクシに加わ
る力は−�(k)であるので，それ以外の力，すなわち仮想環境側

からプロクシに加わる力の総和は �(k)となる．したがってプロ
クシは，位置が �(k)，速度が∇�(k)/T = (�(k)−�(k−1))/T

であるとき，式（8）を満たす力 �(k)を仮想環境から受けるこ
とになる．この式（8）は，プロクシが仮想環境から受ける力学

的な拘束を表す式であると解釈できる．
式（8）は仮想連結のバネ定数K を含んでいるが，ここで下

記の仮定を設ける．

∃K > 0, �n = �(K, �n − �/K, �)

⇐⇒ ∀κ > 0, �n = �(κ, �n − �/κ, �) （9）

この式は，式（8）がK に依存しないことを意味する．この仮
定が成立することは一般に保証されないが，後に述べる理由に
より，関数 � の定義が力学的に妥当であれば，式（9）が成立
すると考えられる．

式（9）の仮定の下で，下式を満たす関数� : �n ×�n → �
n
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を定義する．

∀κ > 0, ∀� ∈ �n ,∀� ∈ �n ,∀� ∈ �n ,

�=�(�,�) ⇐⇒ �=�

�
κ, �− �

κ
, �−T�

�
（10）

なお，式（10）は下式と等価である．

∀κ > 0, ∀� ∈ �n ,∀� ∈ �n ,∀� ∈ �n ,

�(κ,�, �) = � ⇐⇒ �

�
�,
� − �

T

	
= κ(� − �)

（11）

この関数�を用いると，式（8）は

�(k) =�(�(k),∇�(k)/T ) （12）

と等価になる．この式で関数�は，プロクシの運動（位置 �(k)

および速度∇�(k)/T）を入力として，プロクシが仮想環境から
受ける力 �(k)を出力とする，インピーダンス要素として表記さ

れている．しかし一般に，関数�は一価関数であることも全
域関数であることも保証されない（すなわち，任意の ∀� ∈ �n

および ∀�̇ ∈ �n に対して � =�(�, �̇) ∈ �n が一意に存在す
るとは限らない）．この意味で，関数�はいわば「不完全な」

インピーダンス要素であるといえる．
関数�を導入することにより，式（1）は

�(k) = �(�(k),∇�(k)/T ) （13a）

�(k) = K(�(k) − �(k)) （13b）

と書き直すことができる．これは，二つの未知数 �(k)と �(k)

を支配する二つの代数拘束を表した連立方程式である．前述の
ように式（13a）は，仮想環境に起因する代数拘束を表す．一方
で式（13b）は仮想連結に起因する代数拘束を表す．式（13a）
およびそれと等価な式（8）は仮想環境に起因する代数拘束を表

すので，それが仮想連結のバネ定数 K に依存しないという式
（9）の仮定は力学的に妥当であるといえる．また，関数�は
多価関数であるので式（13a）から �(k)を一意に決定すること
はできない．しかし，式（13）全体としては式（1）と等価にな

るので，入力 �(k)に応じて出力 �(k)を一意に決定できる．
入出力を明確にするために式（13）をブロック線図で表すと

Fig. 5のようになる．仮想連結に起因する代数拘束，すなわち
式（13b）は，関数� を囲む時間遅れのないフィードバック

として表現される．式（13）と式（1）のそれぞれをブロック
線図で対比して表すと，Fig. 6になる．このブロック線図表現
は，不完全インピーダンス要素�の入出力を時間遅れのない
フィードバックループによって閉じることで，一意な入出力関

係を持つ力覚提示アルゴリズムを構成できるということを示し
ている．

3. 2 不完全インピーダンス要素�の例

ここでは，第 2.1 節で挙げた三つの関数 � のそれぞれに対
応する関数�を示す．まず，片側拘束の例（Fig. 2および式
（2））を考えよう．このとき，仮想環境からプロクシに加わる力

� とプロクシの位置 � は，下式を満たす．

Fig. 5 Impedance-type haptic rendering

Fig. 6 Block-diagram representations of eq.(13), left, and
eq.(1), right

(� = � ∧ �
T
� > 0) ∨ (‖�‖ = �

T
� ∧ �

T
� = 0)

（14）

ここで，� は適切な次元の零ベクトルを表す．この例では，
�T� = 0 のときに � の値が一意に決まらない．しかしこの

例においても，関数�を

�(�, �̇)

�
= � if �T� > 0

∈ {f� | f > 0} if �T� = 0
（15）

という形で表記することによって，式（14）を � = �(�, �̇)

と表現することができる．
また，等方性クーロン摩擦（Fig. 3および式（3））において

� および �̇ の間に存在する拘束は，

(� = −F �̇/‖�̇‖ ∧ �̇ �= �) ∨ (‖�‖ ≤ F ∧ �̇ = �)

（16）

となる．これを � =�(�, �̇)という不完全インピーダンス表

現で表すと，

�(�, �̇)

�
= −F �̇/‖�̇‖ if �̇ �= �

∈ {� ∈ �n |‖�‖ ≤ F} if �̇ = �
（17）

となる．

さらに，摩擦のある平面による片側拘束（Fig. 4および式（4））
の不完全インピーダンス表現は，

�(�, �̇)

����������
���������

= � if �T� > 0

∈



f

�
�− µ

		T �̇

‖	T �̇‖
����� f > 0

�
if �T� = 0 ∧	T �̇ �= �

∈ {f(� − µ
)|f > 0, 
T� = 0, ‖
‖ ≤ 1}
if �T� = 0 ∧	T �̇ = �

（18a）

となる．ただしここで	 は，

� = 		
T + ��

T , 	
T
� = � （18b）

日本ロボット学会誌 25 巻 2 号 —145— 2007 年 3 月



318 菊 植 亮 藤 本 英 雄

を満たす列フルランクな行列であり，� は適切な次元の単位行
列を表す．式（18）は，位置が物体表面上にあって速度が非零

であるときには，速度と反対方向で摩擦円錐表面にある任意の
力を出力する．また，位置が物体表面上にあって速度がゼロで
あるときには，摩擦円錐内の任意の力を出力する．
なお，上記の三つの例は，下記の二つの関数の組み合わせで

表現できる．

dio(x)

�
= 0 if x > 0

∈ {y ∈ � | y ≥ 0} if x = 0
（19）

sgn(�)

�
= �/‖�‖ if � �= �

∈ {
 ∈ �n | ‖
‖ ≤ 1} if � = �

（20）

関数 dioは，入力を電圧，出力を電流としたときの理想的なダ
イオード特性を表す．また，関数 sgnは符号関数（理想リレー
要素）の多次元版である．これらを用いると，式（15），（17），
（18）はそれぞれ

�(�, �̇) = �dio(�T
�) （21）

�(�, �̇) = −F sgn(�̇) （22）

�(�, �̇) = (�− µ	sgn(	T
�̇))dio(�T

�) （23）

と簡潔に表すことができる．上記の関数�と式（2），式（3），

および式（4）の関数 � との対応関係は，関数 dioおよび関数
sgnの下記の性質を利用すると導出できる．
定理 1．二つの実数 xおよび y について，下式が成立する．

y = dio(x + y) ⇐⇒ y = max(0,−x)

証明．y = dio(x + y) ⇐⇒ (y = 0 ∧ x + y > 0) ∨ (y ≥
0 ∧ x + y = 0) ⇐⇒ (y = 0 ∧ x > 0) ∨ (y = −x ∧ x ≤ 0)

⇐⇒ y = max(0,−x) �

定理 2．二つの n 次元ベクトル � および 
 について，下式
が成立する．


 = sgn(�− 
) ⇐⇒ 
 = �/max(‖�‖, 1)

証明．まず，

A �
= (
 = (�− 
)/‖� − 
‖ ∧ � �= 
)

B �
= (
 = � ∧ ‖
‖ ≤ 1)

と定義すると，
 = sgn(�−
) ⇐⇒ (A∨B)が成り立つ．こ

こで，Aが成立すると仮定する．r = ‖�−
‖ > 0を定義すると，
(1+ r)
 = �が成り立ち，‖
‖ = 1より ‖�‖ = 1+ rが成り立
つ．これより，‖�‖ > 1が得られ，‖�‖ = 1+rを (1+r)
 = �

に代入すると 
 = �/‖�‖が得られる．したがって，

A ⇒ (
 = �/‖�‖ ∧ ‖�‖ > 1)

となる．上式の逆は自明であり，B ⇐⇒ (
 = �∧‖�‖ ≤ 1)も
自明である．したがって，
 = sgn(�−
) ⇐⇒ (
 = �/‖�‖∧
‖�‖ > 1) ∨ (
 = � ∧ ‖�‖ ≤ 1) ⇐⇒ 
 = �/max(‖�‖, 1)が

Fig. 7 Block-diagram representation of Theorem 1

Fig. 8 Block-diagram representation of Theorem 2

得られる． �

式（21）および式（22）の関数�については，対応する関
数 � の導出は簡単である．式（23）の関数�から式（4）の
関数 � への導出方法は付録 A に示す．なお，上記の二つの定

理をブロック線図で表現するとそれぞれ Fig. 7 および Fig. 8

のようになる．これらのブロック線図表現は，Fig. 6と同様に，
全域一価関数ではない不完全な要素の入出力を時間遅れのない
フィードバックループで閉じることで，連続で完全な要素を作

ることができるということを示している．
関数 � がより複雑な計算手順を含んでいるとき，それに対応

する関数�を導くのは容易ではない．しかし，関数�は幾
何学的アルゴリズム � に力学的な意味付けを与えるためのもの

であり，実際の演算に必要なものではない．
3. 3 インピーダンス型力覚提示における幾何学的アルゴリ

ズムとダンピング

式（13）は仮想環境と仮想連結という二つのシステムを分離
して表現しているので，式（13b）に粘性項を追加して

�(k) = �(�(k),∇�(k)/T ) （24a）

�(k) = K(�(k) − �(k)) + B(∇�(k) −∇�(k))/T

（24b）

という式を作ることによって，幾何学的，力学的に整合性のあ

る粘性ダンピングを仮想連結に含ませることができる．
式（24）は �(k)と �(k)とを未知数とする連立方程式である

が，これは単純な解析解を持つ．まず，式（24b）は下式と等価
である．

�(k) = (K + B/T )(�(k) − �̂(k)) （25）

ただしここで，

�̂(k) = �(k) +
B(�(k − 1) − �(k − 1))

KT + B
（26）

である．式（25）を式（24a）に代入すると
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(K + B/T )(�(k) − �̂(k)) =�(�(k),∇�(k)/T )

（27）

となる．式（11）が成立することを考慮すると，式（27）は下
式と等価になる．

�(k) = �(K + B/T, �̂(k), �(k − 1)) （28）

すなわち，式（24）の解析解は，下記の計算手順で得られる

�̂(k) = �(k) +
B(�(k − 1) − �(k − 1))

KT + B
（29a）

�(k) = �(K + B/T, �̂(k), �(k − 1)) （29b）

�(k) = (K + B/T )(�(k) − �̂(k)) （29c）

上記の計算手順は，プロクシを用いた力覚提示の基本式（1）に
おいて，�(k)を �̂(k)に，K をK + B/T にそれぞれ置き換え
たものである．

式（29）の実装法では，算出された位置 �̂(k) に基づいてプ
ロクシ位置 �(k)が幾何学的に決定される．そして，位置 �̂(k)

と位置 �(k) との幾何学的関係から反力が決定されるが，決定
された反力にはすでに粘性ダンピングが含まれている．すなわ

ち，式（29）は陰的に（implicitに）ダンピングを含んでおり，
開発者は速度フィードバックの影響を意識せずに，幾何学的ア
ルゴリズム � を用いることができる．従来研究の幾何学的な力
覚提示則は関数 � という形で表すことができれば，そのまま式

（29）で用いることができる．
なお，式（3）の関数 � を式（29）に代入すると，筆者らが

既報で提案したインピーダンス型離散時間摩擦モデル [13] [14]

と等価になる．

3. 4 幾何学的アルゴリズムを用いたアドミッタンス型力覚

提示

第 3.1節の議論によって，プロクシが仮想環境から受ける力

学的拘束が関数� を用いて表せるようになり，この関数�
と，幾何学的アルゴリズム � との関係が明らかになった．これ
により，幾何学的アルゴリズム � をアドミッタンス型力覚提示
にも用いることが可能になる．

アドミッタンス型力覚提示では，使用者が力覚提示装置に加
える力 �が力センサによって計測され，それに基づいて計算機
内に記憶されたプロクシの位置が更新される．ここでは，プロ
クシは非零の質量M を持つので，プロクシの運動方程式の離

散時間表現は

M∇2
�(k)/T 2 = �(k) +�(�(k),∇�(k)/T )

（30）

となる．このシステムをブロック線図で表すと Fig. 9となる．
力覚提示装置の入出力はインピーダンス型力覚提示（Fig. 5）の

逆であるが，仮想環境はインピーダンス型力覚提示の場合と同
じく不完全インピーダンス要素�で表現できる．力覚提示装
置は，ツールの位置がプロクシの位置 �(k) に追従するように
位置制御される．

式（30）は，下式と等価である．

Fig. 9 Admittance-type haptic rendering

(M/T 2)(�(k) − �̂(k)) =�(�(k),∇�(k)/T )

（31a）

ただし

�̂(k) = 2�(k − 1) − �(k − 2) + T 2
�(k)/M

（31b）

である．式（11）を用いて，式（31）は下記のように書き直す

ことができる．

�̂(k) = 2�(k − 1) − �(k − 2) + T 2
�(k)/M

（32a）

�(k) = �(M/T 2, �̂(k), �(k − 1)) （32b）

すなわち，アドミッタンス型力覚提示の場合も，式（32a）の
�̂(k)を関数 � の引数として代入することによって，幾何学的

アルゴリズム � をそのまま用いることができる．
なお，式（3）の定義の関数�を式（32）に代入すると，筆者ら

が既報で提案したアドミッタンス型離散時間摩擦モデル [14] [15]

と等価になる．

4. 実 装

式（29）および式（32）の提案手法を用いて実験を行った．イ

ンピーダンス型力覚提示のためには，SensAble 社の力覚提示
装置「PHANTOM Desktop」を用いた．Fig. 10 にその写真
と座標系を示す．この装置は三つのアクチュエータによって 3

自由度の力覚提示が可能であり，各関節に取り付けられたエン

コーダによってツールの位置が測定される．一方，アドミッタ
ンス型力覚提示のためには，Fig. 11 に示すパラレルマニピュ
レータを用いた．この装置は二つの ACサーボモータによって
平面 2自由度の力覚提示が可能であり，操作者がツールに加え

る力はツールに装着された力センサ（ニッタ（株）製）によっ
て測定される．

4. 1 実験 1：インピーダンス型力覚提示

Fig. 10の装置を用いて，y軸に垂直で原点を通る仮想平面の
インピーダンス型力覚提示を行った．なお，仮想平面の摩擦係
数は µ = 0.3とした．このとき関数 � の定義は式（2）のよう

になるが，これを下記の三通りの方法で実装した．
•実装法 A：式（1）：仮想ダンパを用いない方法．
•実装法 B：式（5）：プロクシ位置の更新方法は従来のまま
で，仮想連結に粘性を含ませる方法．

•実装法 C：式（29）：提案手法．
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Fig. 10 Experimental setup for impedance-type haptic render-
ing (Phantom Desktop, SensAble Technologies Inc.)

Fig. 11 Experimental setup for admittance-type haptic render-
ing

ここで，T = 0.001 [s]，K = 750 [N/m]，B = 8 [Ns/m] とし

た．なお，ツール位置の測定値は，カットオフ周波数 30 [Hz]の
1次低域通過フィルタによって平滑化した．
実験では，ツールを仮想平面に押し付け，そのまま x方向に

一往復させ，その後ツールを仮想平面から（+y 方向に）離脱

させるという一連の動作を行った．このときのツール位置 �と
アクチュエータの発生力 � の x 成分と y 成分を Fig. 12 に示
す．実装法 Aにおいては，仮想平面に接触している間（py ≤ 0

である間），ツール位置 �とアクチュエータの発生力 � が振動

的になっている．それに対して実装法 Bおよび Cにおいては，
仮想平面との衝突の直後の振動が即座に減衰しており，粘性に
よるダンピングが適切に働いていることが分かる．
実装法 Bと実装法 Cの間の相違は，Fig. 12 (b)および (c)の

中の灰色の円で囲まれた部分に現れている．実装法 Bでは，仮
想平面から離脱する際にパルス状の −y 方向の力（吸着力）が
生じている．また，摩擦力の方向が反転した直後にも x方向に
パルス状の力が生じている．それに対して実装法 Cを用いたと

きには，物理的に正しくないこれらのパルス状の力が発生して
いない．

4. 2 実験 2：複雑な表面形状のインピーダンス型力覚提示

Fig. 10の力覚提示装置を用いて，Fig. 13の仮想物体のイン
ピーダンス型力覚提示を行った．この仮想物体は，半径 0.035 [m]

の円柱に内接する正 10角柱である．この仮想物体との接触を力
覚提示するための幾何学的アルゴリズム � を作成し，式（29）

の方法で実装した．仮想物体の表面の摩擦係数は µ = 0.3とし，

(a) Method A, eq.(1)

(b) Method B, eq.(5)

(c) Method C, eq.(29)

Fig. 12 Results of Experiment 1: impedance-type haptic ren-
dering of a frictional flat surface

Fig. 13 Virtual object used for Experiment 2

その他のパラメータも実験 1と同一とした．なお，アルゴリズ
ム � の中では，面要素間の境界での反力を平滑化するために，
force shading [5]を用いた．このアルゴリズムの詳細は付録 B

に示す．

この仮想物体の表面上でなぞり動作を行ったときのデータを
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Fig. 14 Results of Experiment 2: impedance-type haptic ren-
dering of a decagonal prism

Fig. 15 Results of Experiment 3: admittance-type haptic ren-
dering of a decagon

Fig. 14に示す．ここで，黒の曲線はツール位置の測定値 �(k)

の軌跡であり，灰色の線分は 0.005 [s]ごとのアクチュエータの
発生力 �(k)のベクトルを表す．また，灰色の太線は仮想物体の
輪郭を表す．従来，この種の物体形状の力覚提示は実装法 Aあ
るいは実装法 Bを用いて行われてきたが，提案手法（式（29））

によっても，適切な力覚提示が実現していることが読み取れる．

4. 3 実験 3：複雑な表面形状のアドミッタンス型力覚提示

Fig. 11 の装置を用いて，Fig. 13 と同形状の仮想物体のアド
ミッタンス型力覚提示を行った．実験 2 と同じ関数 � を，式
（32）を用いて実装した．ただし装置の寸法が大きく異なるた

め，仮想物体の寸法は実験 2の 3倍とした．また，提示装置の
動作が水平面内（x-y 平面内）に限られていることから，プロ
クシ位置 �(k)の z 座標は 0 に固定した．ツールの位置は，プ
ロクシ位置 �(k) に正確に追従するように高ゲインのフィード

バック制御則により制御した†．ステップ時間は T = 0.001 [s]，
プロクシの質量はM = 5 [kg]とした．

Fig. 15 に実験結果を示す．ここで，黒の曲線はツール位置
の測定値の軌跡であり，灰色の線分は力センサの 0.02 [s] ごと

の測定値を反転させたベクトル −�(k)（すなわち，ツールから
実験者の手に加わる力）である．また，灰色の太線は仮想物体
の輪郭を表す．ここでも，適切な力覚提示が実現できているこ
とが読み取れる．すなわち，アドミッタンス型とインピーダン

ス型の力覚提示が共通した幾何学的アルゴリズム � を用いて実
現できるということが示された．
なお，Fig. 14 とは異なり，Fig. 15 においては，ツールが仮

想物体の内部へほとんど侵入していない．これは，この実験で

の位置制御のゲイン（比例ゲインで 40,000 [N/m]）が，実験 2

における仮想連結のバネ定数 K（750 [N/m]）に比べて非常に
大きいからである．よく知られているように，実際に提示でき
る仮想環境の剛性は，力覚提示装置の特性（例えば位置センサ

†ツール位置の制御則としては，安全のため，プロクシベースト・スライ
ディングモード制御 [16] を用いた．本実験の条件下において，この制
御則は PID 制御とほぼ等価である．

の分解能など）に制限される．式（29）および式（32）の提案
によって，提示装置の仕様にかかわらず共通した幾何学的アル

ゴリズムを扱えるようになった．しかし，提示できる剛性の限
界は装置の特性に依存するということには注意が必要である．

5. お わ り に

プロクシと仮想連結を用いた幾何学的な力覚提示アルゴリズ
ムは従来から用いられてきたが，その応用範囲は限られていた．
本論文では，幾何学的アルゴリズムの力学的な解釈を示した上
で，下記の二つの提案を行った．

•インピーダンス型力覚提示において幾何学的アルゴリズム
と粘性ダンピングを両立する実装法，すなわち式（29）を
示した．ここでは，式（29a）の位置 �̂ を用いてプロクシ
位置 �が決定され，�̂と �との幾何学的関係から反力が決

定される．このように決定された反力にはすでに粘性力が
含まれている．

•アドミッタンス型力覚提示において幾何学的アルゴリズム
を利用するための実装法，すなわち式（32）を示した．こ

こでは，式（32a）の位置 �̂を用いてプロクシ位置 � が決
定される．力覚提示装置はこのプロクシ位置 � に追従する
ように位置制御される．

2 種類の装置を用いて実験を行い，これらの手法の有効性を示

した．
本論文での議論の対象は，静的な仮想環境に限られていた．

動的な仮想環境との相互作用は，移動する物体に固定された物
体座標系で関数 � の演算を行うことで，少なくとも近似的には

実現可能であると考えられる．仮想物体の表面の変形も，面要
素の移動によって表現できると考えられる．ただし，より厳密
な解析と証明は今後の課題であろう．また，本論文での議論は，
仮想環境が関数 � や関数� で表現できることと，関数 � が

式（9）を満たすこととが前提となっていた，これらの前提につ
いての厳密な証明も今後の課題である．
謝 辞 Phantom Desktop と幾何データを扱うためのクラ

スライブラリを提供してくださいました，名古屋工業大学の佐

野明人教授と宮崎健太氏に感謝いたします．また，実験に用い
たパラレルマニピュレータの設計・製作者である名古屋工業大
学の武居直行助教授に感謝いたします．
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付録 A. 式（23）から式（4）の導出

ここでは，式（23）で定義される関数�が式（4）で定義さ
れる関数 � に対応することを示す．すなわち，式（23）の関数

�と式（4）の関数 � が式（11）を満たすことを示す．
いま，ある κ > 0，� ∈ �n，� ∈ �n，および �n ∈ �n につ

いて下式が成立すると仮定する．

κ(�n − �) =�(�n, (�n − �)/T ) （A.1）

関数� が式（23）で定義されるとき，式（A.1）は下記のよ
うになる．

κ(�n − �) = (�− µ	sgn(	T (�n − �)))dio(�T
�n)

（A.2）

まず，�T�n > 0 のときは dio(�T�n) = 0 であるので，式

（A.2）は κ(�n − �) = �，すなわち，�n = �となる．これよ
り，�T� > 0の条件下において，式（A.2）は式（4）の定義の
�n = �(κ,�, �)と等価である．
一方，�T�n = 0のとき c = dio(�T�n)とすると，cは c ≥ 0

の任意の値をとる．このとき，�T�n = 0 が満たされるので，

�n は (n − 1)次元ベクトル �を用いて

�n = 	� （A.3）

と表せる．これを式（A.2）に代入すると，

κ(	�− �) = c(� − µ	sgn(�−	
T
�)) （A.4）

となる．式（A.4）の両辺に左から	T をかけると，

κ(�−	
T
�) = −cµsgn(�−	

T
�) （A.5）

となり，また，式（A.4）の両辺に左から �T をかけると，

κ(−�T
�) = c （A.6）

となる．式（A.5）と式（A.6）から cを消去すると，

�−	
T
� = −µ(−�T

�)sgn(�−	
T
�) （A.7）

となる，また，式（A.6）は c ≥ 0 より −�T� ≥ 0 となる．

−�T� > 0が成立するときに式（A.7）を書き直すと，

�−	T�

−µ�T�
= sgn

�
	T (� − �)

−µ�T�
− �−	T�

−µ�T�

�
（A.8）

となる．定理 2より，上式は下式と等価である．

�−	T�

−µ�T�
=
	T (�− �)

−µ�T�



max

�
	T (� − �)

−µ�T�
, 1

�
（A.9）

これはさらに下式と等価である．

� =
(−µ�T�)	T (� − �)

max(‖	T (�− �)‖,−µ�T�)
+	

T
�

（A.10）

−�T� = 0 の場合でも式（A.7）は上式と等価になるので，

�T� ≤ 0 のとき式（A.10）は常に成立する．式（A.3）より，
�n は下式で与えられる．

�n = 		
T
� +

(−µ�T�)		T (� − �)

max(‖	T (�− �)‖,−µ�T�)

（A.11）

	 の性質より ‖	T (� − �)‖ = ‖		T (� − �)‖ であるので，
�T� ≤ 0 の条件下において，式（A.11）は式（4）の定義の
�n = �(κ,�, �)と等価である．

以上により，式（A.2）はすべての �について，式（4）の定
義の �n = �(κ,�, �)と等価であることが示された．

付録 B. 実験 2および実験 3で用いた関数 G
ここでは，実験 2および実験 3で用いた関数 � のアルゴリズ

ムの詳細を示す．
まず，仮想物体（正 10角柱）は下記の頂点を用いて定義した．

�i = �+ [R sin(2πi/10), R cos(2πi/10), Z]T ∈ �3

�i = �+ [R sin(2πi/10), R cos(2πi/10),−Z]T ∈ �3
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実験 2 においては，� = [0 [m], −0.015 [m], 0 [m]]T，R =

0.035 [m] とした．実験 3 においては � = [0 [m], −0.045 [m],

z [m]]T，R = 0.105 [m]とした．頂点 �i と頂点 �i とを結ぶ線
分を i番目の稜線とし，�i，�i，�i+1，および �i+1 で囲まれる

面を i番目の側面とした．また，i番目の稜線における法線ベク
トルを，

�i = sgn(�i + �i − 2�)

と定義した．ここで sgnは式（20）で定義した関数である．

関数 � のアルゴリズムは下記のように構成した．

FUNCTION �(K,�, �)

IF � is outside the object RETURN �

�sf := projection(�)

isf := nearest face index(�sf)

a1 := ‖(�sf − �isf ) × (�sf − �isf )‖
a2 := ‖(�sf − �isf+1) × (�sf − �isf+1)‖
�R := sgn(a2�isf + a1�isf+1)

�sf2 := �(�R,�− �sf , � − �sf) + �sf

IF �sf2 is outside the object RETURN �sf2

RETURN projection(�sf2)

END FUNCTION

ここで関数 � は下式で定義される関数である．

FUNCTION �(�,�, �)

IF �
T
� > 0 RETURN �

�sf := �− ��
T
�

�sf := � − ��
T
�

IF ‖�sf−�sf

‖≤−µ�T
� RETURN �sf

RETURN �sf + µ�T
�

�sf − �sf

‖�sf − �sf‖
END FUNCTION

これは式（4）で定義される関数�と同一のものであり，原点を含
み，�を外向き法線ベクトルとし，かつ，摩擦係数が µ > 0であ
る平面による片側拘束を表す．また，関数 nearest face index(�)

は，点 � から最も近い側面の番号を返り値とする関数である．

さらに，関数 projection(�)は

FUNCTION projection(�)

isf := nearest face index(�)

� := sgn(�isf +�isf+1)

RETURN �− ��
T (�− �isf )

END FUNCTION

で定義される関数であり，点 �から最も近い物体表面上の点（す
なわち最も近い側面の上への点 �の正射影）を返り値とする，
点 �sf は，isf 番目の側面の上に存在し，それと isf 番目の稜

線との距離は a1/Z，(isf + 1) 番目の稜線との距離は a2/Z で
ある．ベクトル �R は，位置 �sf における線形内挿された法線
ベクトルである．Force shading [5]の手法に基づき，プロクシ
位置の更新は，点 �sf を通り �R を法線ベクトルとする仮の平

面の上で行われる．その結果得られる更新後プロクシ位置 �sf2

が仮想物体の内部にある場合，それと最も近い表面の上の点を
この関数 � の返り値とする．
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