
原子の波動関数と周期表の関係(復習)
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原子のシュレディンガー方程式解
+電子スピンの規則（パウリ+フント）

周期表が作れる！
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（相対論的）量子力学から
予想される最長の周期表

まだ見つかって
いない原子の
理論的な予想も可能

計算上は

172番まで可能

ペッカ ピッコ先生
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最後の課題！
一番簡単な分子：H2

+分子を解く
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H2
+分子のシュレディンガー方程式

H2
+分子の図

シュレディンガー方程式

・原子核は電子より約2000倍
重いので、固定して考える
（ボルン-オッペンハイマー近似）

・電子のシュレディンガー方程式
のみ考える (1電子)
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近似解の求め方

これは３粒子系  厳密には解けない。
よりよい近似解を求めよう！

どうやって？

・変分原理

・LCAO近似
の考え方を用いる
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変分原理の準備：エネルギーの定義

シュレディンガー方程式

*

*

Ĥ d
E

d





 


 





Ĥ E  

の両辺に左から をかけて全空間で積分

* *Ĥ d E d      

*

d dxdydz 
として省略

シュレディンガー解以外の一般の関数 にも
エネルギーを定義



規格化されていたら
右辺はEそのもの=1
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変分原理とは

* *

* *

ˆ ˆH d H d
E E

d d

 

 

   
  

   

 

 

真 真

真

真 真

シュレディンガー方程式の
真の解のエネルギーは
他のいかなる関数のエネルギーよりも
必ず低い

エネルギーが低い方がよりよい解 7



LCAO近似とは

8

分子の波動関数はどうなるのか？

原子の波動関数みたいなものでは

原子の波動関数（原子軌道）
の足し合わせ（線形結合）で記述

Linear Combination of Atomic Orbital
略して LCAO 近似法



LCAO近似：具体的には？

 1 0expA s AA r a  

原子核Aの位置に
1s関数を置く

 1 0expB s BA r a  

原子核Bの位置にも
1s関数を置く

・二つの関数に未知数の係数,cA,cBをつけて足す
（注）核（中心）が2つあるため極座標は使えないよ

 , , A A B Bx y z c c   分子

 
2 2 2

A Ar x X y z   
 

2 2 2

B Br x X y z   

X軸
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LCAO近似：エネルギー計算

   

   

**

**

ˆ ˆ
A A B B A A B B

A A B B A A B B

H d c c H c c d
E

d c c c c d

     

     

   
 

   

 

 

分子 分子

分子 分子

今回は簡単のため、 cA,cBは実数で選ぶ。
(つまり ) 上の項を展開すると

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
A A A B B B A B A B B A

A A A B B B A B A B B A

c H d c H d c c H d H d

c d c d c c d d

           

           

   

   

   
 
   
 

   

   

* *,A A B Bc c c c 
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個別の積分は計算可能な量

・ は、あらかじめ分かっている関数
・ もわかっている演算子

  
 dHdH ABBA
ˆˆ

ˆ ˆ
A A B B
H d H d          

1 
  dd

BBAA

Sdd
ABBA

 
 

,A B 

Ĥ

わかっている
演算子や
関数を含む
積分計算

Maple様なら
余裕で計算可能！
いったん結果を
文字,, S で表す。 11



LCAO近似：エネルギー表現

このEを最小にするような、 cA,cBを求めれば
よい。最小値問題ならば…

0, 0
A B

E E

c c

 
 

 
が必要条件！

2 2

2 2

2

2

A B A B

A B A B

c c c c
E

c c c c S

    


  
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微分のためのテクニック

そのまま微分すると分母の扱いが面倒
いったん分母を左辺に移項し、両辺をcAで偏微分

 2 2 2 22 2A B A B A B A Bc c c c S E c c c c        

   2 22 2 2

2 2

A B A B A B

A

A B

E
c c S E c c c c S

c

c c 


     



  

注）積の微分公式で2項出る

0
A

E

c





後で を代入
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偏微分後の式

 2 2 2 2A B A Bc c S E c c     

cA,cBでまとめ直す

    0A BE c E S c     

同様にcBの偏微分からは

    0A BE S c E c      が得られる
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2式を連立する (行列表現)

cA=cB =0といった自明解以外を持つためには

0

0

A

B

E E S c

E S E c

 

 

      
    

      

E E S

E S E

 

 

   
 

   
の行列式がゼロ

   
2 2

0E E S     つまり
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行列の話の例

2 3 0

4 6 0

A

B

c

c

    
    

    

2 3 0

4 6 0

A B

A B

c c

c c

  


 

2 3 0

4 5 0

A

B

c

c

    
    

    

2 3 0

4 5 0

A B

A B

c c

c c

  


 

cA=cB =0
しかありえない

3

2
A Bc c 

ならばOK

cA=cB =0だと、分子の波動関数がゼロになり不適。

例1

例2

このようになるには、『逆行列が存在しない』
もしくは『行列式がゼロ』である必要がある。
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エネルギーと係数が求まる

Case1(2乗を＋で開く場合)

   
2 2

0E E S      より

E E S    
1

E
S

 




行列式

(*)のとき

    0A BE c E S c     

また

に(*)を代入

    0A BE c E c     A Bc c 
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エネルギーと係数が求まる

Case2(2乗をーで開く場合)

   
2 2

0E E S      より行列式

(**)のとき

    0A BE c E S c     

また

に(**)を代入

    0A BE c E c     A Bc c

1
E

S

 



 E E S     
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分子軌道を描いてみよう

1
E

S

 







1
E

S

 







A Bc c 

A Bc c

不安定 節ができる

   , , A A B B A A Bx y z c c c       分子

1s 1s

1s 1s

2つの1s軌道を
逆の符号に
なるよう足す

安定 節がない

2つの1s軌道を
同じ符号で足す

同じ色の等値面図

違う色の等値面図
（波動関数正負逆）
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実際のGaussianの分子軌道図

A Bc c 

A Bc c

不安定 節ができる

   , , A A B B A A Bx y z c c c       分子

1s 1s

1s 1s

安定 節がない

同じ色の等値面図

違う色の等値面図
（波動関数正負逆）
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反結合性軌道

結合性軌道



A Bc c のとき 2
1

E
S

 



1

1
E

S

 




E1はE2よりエネルギーが低い

A Bc c  のとき

・E1には、エネルギーが極小となるRが存在
→安定な分子構造がある(結合性軌道)
・R無限大→E1,E2ともH原子の1sエネルギー



以上のことをまとめると

 一般の分子には1s関数だけではなく
p,d,…関数の線形結合を用いる。

 その時、使った関数の数だけ、
行列の次元が増える。

 Gaussianがやっていることはザックリいえば、

のような積分計算と、

行列式＝０を解き、エネルギーを求め、
波動関数の等値面表示をする。

ˆ ˆ
A A B B
H d H d          
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OK

OK

OK


