
解析学A 講義ノート
岡本葵

• 教科書：特に指定しない．
• 参考書：講義内容に関する参考書として次を挙げておく．

(1) 伊藤清三「ルベーグ積分入門（新装版）」裳華房
(2) G. B. Folland, “Real Analysis”, Wiley, 2nd edition

授業回数ごとの内容（予定）

第 1回 可測空間
第 2回 可測関数
第 3回 測度空間
第 4回 単調収束定理
第 5回 ルベーグの収束定理
第 6回 完備化
第 7回 外測度
第 8回 拡張定理
第 9回 ルベーグ・スチルチェス測度
第 10回 積可測空間
第 11回 積測度
第 12回 フビニの定理
第 13回 ルベーグ測度の性質
第 14回 変数変換の公式
第 15回 応用
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第 1回

1 測度空間

X は空でない集合，2X は X の部分集合全体を表すとする．A ⊂ X に対して，

Ac := X \ A

とする．なお，この表記をする場合には，全集合が何かを意識する必要がある．
An ⊂ X (n ∈ N)のとき，

∞⋃
n=1

An := {x ∈ X | ∃n ∈ N s.t. x ∈ An},

∞⋂
n=1

An := {x ∈ X | x ∈ An (∀n ∈ N)}.

また，次が成り立つ．( ∞⋃
n=1

An

)c

=
∞⋂

n=1
Ac

n,

( ∞⋂
n=1

An

)c

=
∞⋃

n=1
Ac

n.

{An}n∈N: 互いに素 def⇐⇒ Am ∩ An = ∅ (m 6= n).

1.1 可測空間

定義. A ⊂ 2X とする．

• A: σ-加法族 def⇐⇒

(1) ∅ ∈ A.
(2) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A.

(3) An ∈ A (n ∈ N) =⇒
∞⋃

n=1
An ∈ A.

• (X,A): 可測空間 def⇐⇒ A: σ-加法族．
また，A ∈ Aのとき，Aを可測という．

命題 1.1. A: σ-加法族とするとき，次が成り立つ．

(1) A,B ∈ Aのとき，A ∩B,A \B ∈ A.

(2) An ∈ A (n ∈ N) =⇒
∞⋂

n=1
An ∈ A.
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命題 1.2. G ⊂ 2X のとき，

σ[G] :=
⋂

{A | G ⊂ A, A : σ-加法族 }

は σ-加法族である．G が生成する σ-加法族という．
定理 1.3. (X,A)は可測空間とし，E ⊂ X に対して，

AE := {A ∩ E | A ∈ A}

とする．このとき，次が成り立つ．

(1) (E,AE)は可測空間である．
(2) G ⊂ 2X , A = σ[G]のとき，GE := {A ∩ E | A ∈ G} とおけば，AE = σ[GE].

定義. 位相空間 X において，X の開集合全体が生成する σ-加法族をボレル集合
族といい，B(X)で表す．
A ∈ B(X)をボレル集合という．
例 1.4. X は位相空間とし，可測空間 (X,B(X))を考える．定義より，X の開集合
は可測である．
F : X の閉集合のとき，F c = X \ F は開集合なので，F c ∈ B(X). 故に，

F = (F c)c ∈ B(X).
命題 1.5. O ⊂ Rは開集合のとき，

∃{In}n∈N ⊂ R は開区間の列 s.t. O =
∞⋃

j=1
In（直和）．

定理 1.6.

I1 := {(a, b] | −∞ < a < b < ∞}, I2 := {(α,∞) | α ∈ R}

のとき，σ[I1] = σ[I2] = B(R)が成り立つ．

以上，第 1回
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第 2回

1.2 拡大実数

R := R ∪ {±∞} =を拡大実数という．また，[−∞,+∞]で表すこともある．Rの
位相は，

ϕ(x) =



−π

2
(x = −∞)

arctan x (x ∈ R)
π

2
(x = +∞)

により，ϕ : R →
[

− π

2
,
π

2
]
が誘導する位相として定める．特に，

dR(α, β) := |ϕ(α) − ϕ(β)| (α, β ∈ R)

により，Rは距離空間である．ϕにより，Rと
[

− π

2
,
π

2
]
とは同相なので，Rは完備

な距離空間である．また，Rは Rの開集合である．
x ∈ Rのとき，

x+ (±∞) := ±∞, x− (±∞) := ∓∞, x · (±∞) :=


±∞ (x > 0)

0 (x = 0)

∓∞ (x < 0)

と定める．
定理 1.7. J := {(α,∞] | α ∈ R} とするとき，B(R) = σ[J ].
定理 1.8. E ⊂ R を Rの相対位相により位相空間とみなすとき，次が成り立つ．

(1) B(E) = {A ∩ E | A ∈ B(R)}.
(2) JE := {(α,∞] ∩ E | α ∈ R} とすれば，B(E) = σ[JE].

1.3 可測関数

(X,A), (Y,B)は可測空間とする．
定義. f : X → Y とする．
f : A/B-可測 def⇐⇒ B ∈ B =⇒ f−1(B) ∈ A.
ここで，f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B} は引き戻しを表す．
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命題 1.9. f : X → Y は A/B-可測，φ : Y → Y は B/B-可測
=⇒ φ ◦ f は A/B-可測．
定理 1.10. G ⊂ 2Y とし，B = σ[G]とする．f : X → Y に対して，次は同値．

(1) f は A/B-可測．
(2) B ∈ G =⇒ f−1(B) ∈ A.

系 1.11. E ∈ B(R), f : X → E のとき，次は同値．

(1) f : A/B(E)-可測
(2) α ∈ R =⇒ {f > α} ∈ A.

ここで，{f > α} := {x ∈ X | f(x) > α}である．
以下，E ∈ B(R)に対して，A/B(E)-可測を単に，A-可測や可測という．
命題 1.12. f : X → Rについて，次の 5条件は同値である．

(1) f は可測
(2) 任意の α ∈ Rに対して，{f > α} ∈ A.
(3) 任意の α ∈ Rに対して，{f ≤ α} ∈ A.
(4) 任意の α ∈ Rに対して，{f < α} ∈ A.
(5) 任意の α ∈ Rに対して，{f ≥ α} ∈ A.

例 1.13. (1) A ⊂ X に対して，1A(x) :=


1 (x ∈ A)

0 (x ∈ X \ A)
を定義関数という．1A:

可測 ⇐⇒ A ∈ A.
(2) X は位相空間とし，f : X → Rは連続のとき，B(X)-可測．
X が位相空間のとき，B(X)-可測のことをボレル可測という．特に，連続関数は
ボレル可測である．

以上，第 2回
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第 3回
(X,A)は可測空間とする．
定理 1.14. f : X → Rは可測とする．c ∈ Rのとき，cf は可測．
定理 1.15. f, g : X → Rが可測のとき，f ± gは可測．
定理 1.16. fn : X → R (n ∈ N)は可測のとき，次の関数は R値関数として可測．

sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn.

ここで，
(

sup
n∈N

fn

)
(x) := sup

n∈N
fn(x) などと定める．

系 1.17. (1) ∀x ∈ X に対して lim
n→∞

fn(x) ∈ R =⇒ lim
n→∞

fnは可測．
(2) f, g : X → Rは可測のとき，max(f, g), inf(f, g) は可測．
定義. s : X → Rとする．
s:（A-可測）単関数

def⇐⇒ ∃n ∈ N, ∃α1, . . . , αn ∈ R, ∃A1, . . . , An ∈ A: 互いに素 s.t. s =
n∑

j=1
αj1Aj

.

定理 1.18 (単関数近似). f : X → [0,∞]は可測
=⇒ ∃{sn}: 非負値単関数列 s.t. sn(x) ↗ f(x) (x ∈ X).
つまり，sn(x) ≤ sn+1(x)で， lim

n→∞
sn(x) = f(x).

1.4 測度

(X,A)は可測空間とする．
定義. µ : A → [0,∞]とする．
µ: 測度

def⇐⇒

• µ(∅) = 0.
•（σ-加法性）{An}n∈N ⊂ A: 互いに素（i.e., Am ∩ An = ∅ (m 6= n)）

=⇒ µ
( ∞⋃

n=1
An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

このとき，(X,A, µ)を測度空間という．
なお，σ-加法性は完全加法性ということもある．
例 1.19 (個数測度). µ : 2X → [0,∞]を

µ(A) =


Aの元の個数 （Aが有限集合）

∞ （Aが無限集合）
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とおく．これは測度で，個数測度という．特に，(X, 2X , µ)は測度空間である．
定理 1.20. (1) （単調性）A,B ∈ A, A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B).

(2) （劣加法性）{An}n∈N ⊂ A =⇒ µ
( ∞⋃

n=1
An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An).

(3) {An}n∈N ⊂ A, An ⊂ An+1 (n ∈ N)

=⇒ lim
n→∞

µ(An) = µ
( ∞⋃

n=1
An

)
.

(4) {An}n∈N ⊂ A, An ⊃ An+1 (n ∈ N), µ(A1) < ∞

=⇒ lim
n→∞

µ(An) = µ
( ∞⋂

n=1
An

)
.

定義. N ∈ Aとする．
N : µ-零集合 def⇐⇒ µ(N) = 0.
µが明らかな場合には，単に零集合という．
x ∈ X に対して，P (x)は性質とする．

∃N : µ-零集合 s.t. {x ∈ X | P (x) は成立しない } ⊂ N

のとき，「P (x)は µについて X 上ほとんど至る所成立する」という．また，「µに
ついて X 上ほとんど至る所」を「µ-a.e.」と表す．さらに，µが明らかな場合には，
単に “a.e.”とかく．

以上，第 3回
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第 4回

2 ルベーグ積分

2.1 非負値単関数の積分

(X,A, µ): 測度空間とし，E ∈ Aとする．
定義. αj ≥ 0, {Aj}n

j=1 ⊂ A: 互いに素とし，s =
n∑

j=1
αj1Aj

とする．このとき，

∫
E
sdµ :=

n∑
j=1

αjµ(Aj ∩ E) ∈ [0,∞]

と定める．なお，“0 · ∞ = 0”と定義していたことに注意．
補題 2.1. s, tは非負値可測単関数とする．

(1) s ≤ tのとき，
∫

E
sdµ ≤

∫
E
tdµ.

(2)
∫

E
(s+ t)dµ =

∫
E
sdµ+

∫
E
tdµ.

(3) c ∈ [0,∞)のとき，
∫

E
csdµ = c

∫
E
sdµ.

(4) λ(A) =
∫

A
sdµ (A ∈ A) は測度であり，

∫
E
tdλ =

∫
E
stdµ.

2.2 非負値可測関数の積分

前節と同様に，(X,A, µ): 測度空間とし，E ∈ Aとする．
定義. f : X → [0,∞]は可測とする．

∫
E
fdµ := sup

{∫
E
sdµ | s :単関数, 0 ≤ s ≤ f

}

とする．また，
∫

E
fdµを非負値関数 f の E 上のルベーグ積分という．∫

E
fdµ < ∞のとき，f は E 上（ルベーグ）可積分という．

命題 2.2. f, g : X → [0,∞]は可測とする．

(1) f ≤ gのとき，
∫

E
fdµ ≤

∫
E
gdµ.

(2) c ∈ [0,∞)のとき，
∫

E
cfdµ = c

∫
E
fdµ.
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(3)
∫

E
fdµ =

∫
X

1Efdµ.

(4) A,B ∈ A, A ⊂ B のとき，
∫

A
fdµ ≤

∫
B
fdµ.

定理 2.3 (単調収束定理). {fn}: 非負値可測関数列で，n ∈ N に対して，
fn(x) ≤ fn+1(x) (x ∈ X) とする．このとき，f := lim

n→∞
fn は可測で，

lim
n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµ.

以上，第 4回
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第 5回
命題 2.4. f, g : X → [0,∞]は可測のとき，

∫
X

(f + g)dµ =
∫

X
fdµ+

∫
X
gdµ.

命題 2.5. fn : X → [0,∞] (n ∈ N)は可測とすると，
∫

X

∞∑
n=1

fndµ =
∞∑

n=1

∫
X
fndµ.

定理 2.6 (ファトゥの補題). fn : X → [0,∞]は可測とするとき，
∫

X

(
lim inf

n→∞
fn

)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X
fndµ.

定理 2.7. f : X → [0,∞]は可測とする．

(1)
∫

X
fdµ < ∞のとき，f < ∞ a.s.

(2)
∫

X
fdµ = 0 ⇐⇒ f = 0 a.e.

2.3 実数値関数の積分

(X,A, µ): 測度空間とする．
定義. f : X → R は可測とし，f± := max(±f, 0) とする．E ∈ A に対して，∫

E
f+dµ,

∫
E
f−dµがいずれも∞でないとき，

∫
E
fdµ :=

∫
E
f+dµ−

∫
E
f−dµ ∈ R

を f のルベーグ積分という．
以下，L1(X) :=

{
f | f : X → Rは可測,

∫
X

|f |dµ < ∞
}
とする．

定理 2.8. f, g ∈ L1(X)のとき，f + g ∈ L1(X)であり，
∫

X
(f + g)dµ =

∫
X
fdµ+

∫
X
gdµ.

また，f ∈ L1(X), α ∈ Rのとき，αf ∈ L1(X)であり，
∫

X
αfdµ = α

∫
X
fdµ.
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命題 2.9. f ∈ L1(X)のとき，
∣∣∣∣∣
∫

X
fdµ

∣∣∣∣∣ ≤
∫

X
|f |dµ.

定理 2.10 (ルベーグの優収束定理). {fn}n∈N ⊂ L1(X)は次を満たすとする．

(1) ∀x ∈ X, ∃ lim
n→∞

fn(x) ∈ R.
(2) ∃g ∈ L1(X) s.t. |fn(x)| ≤ g(x) (n ∈ N, x ∈ X).

このとき，f := lim
n→∞

fn ∈ L1(X) であり， lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0. さらに，

lim
n→∞

∫
X
fndµ =

∫
X
fdµも成り立つ.

以上，第 5回
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第 6回
(X,A, µ): 測度空間とする．
例 2.11. α > 0, f ∈ L1(X)のとき， lim

n→∞

∫
X
n log

(
1 +

( |f |
n

)α)
dµ を求める．

3 測度空間の完備化

(X,A, µ)は測度空間とする．
定義. • 零集合の部分集合全体を N で表す．つまり，

N := {N ⊂ X | ∃A ∈ A s.t. N ⊂ A, µ(A) = 0}.

• N ⊂ Aのとき，(X,A, µ)は完備という．
まず，次のようにおく．

A := {A ⊂ X | ∃F,G ∈ A s.t. F ⊂ A ⊂ G, µ(G \ F ) = 0}.

定理 3.1. A = σ[A ∪ N ]. 特に，(X,A)は可測空間である．
A ∈ Aのとき，∃F,G ∈ A s.t. F ⊂ A ⊂ G, µ(G \ F ) = 0となるので，

µ(A) := µ(F )

として，µ : A → [0,∞]を定める．
定理 3.2. (X,A, µ)は完備な測度空間であり，µ(A) = µ(A) (A ∈ A).
定義. (X,A, µ)を (X,A, µ)の完備化という．

(X,A, µ)は測度空間とする．
定理 3.3. f : X → Rとする．
f : A-可測⇐⇒ ∃g: A-可測 s.t. f = g µ-a.e.

以上，第 6回
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第 7回

4 測度の構成

4.1 外測度

X は空でない集合とする．
定義. Γ : 2X → [0,∞]とする．

Γ: 外測度

def⇐⇒

(1) Γ(∅) = 0.
(2) （単調性）A ⊂ B (⊂ X) =⇒ Γ(A) ≤ Γ(B).

(3) （劣加法性）{An}n∈N ⊂ 2X =⇒ Γ
( ∞⋃

n=1
An

)
≤

∞∑
n=1

Γ(An).

以下，Γは X の外測度とする．
定義. MΓ := {A ⊂ X | E ⊂ X =⇒ Γ(E) = Γ(E ∩ A) + Γ(E ∩ Ac)}.
A ∈ MΓを Γに関してカラテオドリ可測または Γ-可測という．
定理 4.1 (カラテオドリの定理). µ := Γ|MΓ とするとき，(X,MΓ, µ)は完備な測度
空間である．
定理 4.2. E ⊂ 2X は ∅, X ∈ E を満たすとし，γ : E → [0,∞]は γ(∅) = 0とし，

Γ(A) := inf
{ ∞∑

n=1
γ(An) | {An}n∈N ⊂ E , A ⊂

∞⋃
n=1

An

}

とおく．このとき，Γは X 上の外測度である．なお，Γを γ が導く外測度という．
例 4.3. 定理 4.2において，E ⊂ MΓ が成り立つとは限らない．さらに，これが成立
したとしても，Γ(A) = γ(A) (A ∈ E) となるとは限らない．

以上，第 7回
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第 8回

4.2 拡張定理

定義. G ⊂ 2X : 半加法族

def⇐⇒

(1) ∅ ∈ G.
(2) A,B ∈ G ならば A ∩B ∈ G.

(3) A ∈ Gならば，∃n ∈ N, ∃{Aj}n
j=1 ⊂ G s.t. Ac =

n⋃
j=1

Aj（直和）.

例 4.4. Rにおいて，

I := {(a, b] ∩ R | −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞}

は半加法族である．なお，a ≥ bのとき，(a, b] = ∅とする．
以下，G は X の半加法族とする．
定義. µ0 : G → [0,∞]とする．
µ0: 有限加法的

def⇐⇒
• µ0(∅) = 0.

• n ∈ N, {Aj}n
j=1 ⊂ G: 互いに素 =⇒ µ0

( n∑
j=1

Aj

)
=

n∑
j=1

µ0(Aj).

以下，µ0は G 上有限加法的とし，µ0が導く外測度を µ∗, µ := µ∗|Mµ∗ とおく．
定理 4.5. G ⊂ Mµ∗ .

補題 4.6. A ∈ G, {Aj}n
j=1 ⊂ G は互いに素，

n⋃
j=1

Aj ⊂ A のとき，
n∑

j=1
µ0(Aj) ≤ µ0(A).

定理 4.7 (拡張定理). 次は同値．

(1) µ|G = µ0.

(2) {An}n∈N ⊂ G は互いに素, A :=
∞⋃

n=1
An ∈ G =⇒ µ0(A) ≤

∞∑
n=1

µ0(An).

注意. 次の一意性と合わせて，E.ホップの拡張定理の一般化である．
定理 4.8 (一意性). 次を満たすとする．

•（σ-有限）∃{Xn}n∈N ⊂ G s.t. µ0(Xn) < ∞, X =
∞⋃

n=1
Xn.

• ν: Mµ∗ 上の測度 s.t. A ∈ G, µ0(A) < ∞ =⇒ ν(A) = µ0(A).

=⇒ µ(A) = ν(A) (A ∈ Mµ∗).

以上，第 8回
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第 9回

5 ルベーグ・スチルチェス測度

I := {(a, b] ∩ R | −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞}

とおく．以下，ρ : R → Rは単調増加とし，

ρ(−∞) := inf
x∈R

ρ(x), ρ(∞) := sup
x∈R

ρ(x)

とおく．また，a, b ∈ R が a ≤ bを満たすとき，

µρ,0((a, b] ∩ R) := ρ(b) − ρ(a)

とする．
命題 5.1. I, I1, . . . , In ∈ I とし，I ⊂

n⋃
j=1

Ij のとき，µρ,0(I) ≤
n∑

j=1
µρ,0(Ij).

また，I =
n⋃

j=1
Ij（直和）のとき，等号が成り立つ．（特に，有限加法的である．）

定理 5.2. ρは R上右連続

⇐⇒ {In}n∈N ⊂ I は互いに素, I :=
∞⋃

n=1
In ∈ I =⇒ µρ,0(I) ≤

∞∑
n=1

µρ,0(In).

定義. ρは単調増加右連続とし，µρ,0が導く外測度 µ∗
ρから定理 4.1, 4.7, 4.8, 5.2 で得

られる測度空間を (R,Mρ, µρ)で表し，µρをルベーグ・スチルチェス測度という．
定義. ρ(x) = x として得られる測度空間を特にルベーグ測度空間といい，
(R,M(R),m)で表す．mをルベーグ測度，A ∈ M(R)をルベーグ可測集合という．
f : R → RがM(R)-可測のとき，ルベーグ可測という．
a, b ∈ R, a < bとし，f : (a, b) → Rはルベーグ可測関数とし，

f̃(x) :=


f(x) (x ∈ (a, b))

0 (x ∈ R \ (a, b))

を f のゼロ拡張という．f̃ が可測（可積分）のとき，f は可測（可積分）という．
さらに， ∫ b

a
fdx :=

∫
R

1(a,b)f̃dm,
∫ a

b
fdx := −

∫ b

a
fdx

16



と定める．
定理 5.3. −∞ ≤ a < b ≤ ∞, f ∈ L1((a, b))とし，

F (x) :=
∫ x

a
f(y)dy (a ≤ x ≤ b).

(1) F は [a, b]上連続．
(2) f は c ∈ (a, b)で連続のとき，F は cで微分可能で，F ′(c) = f(c).

以上，第 9回
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第 10回

6 積空間での積分

6.1 積可測空間

(X,A), (Y,B)は可測空間とする．
定義. (1)

R := {A×B | A ∈ A, B ∈ B}

とし，A×B ∈ Rを矩形（集合）という．
(2) A × B := σ[R] を（直）積 σ-加法族という．

また，(X × Y,A × B)を（直）積可測空間という．
定理 6.1. X,Y は位相空間とする．

(1) B(X) × B(Y ) ⊂ B(X × Y ).
(2) X,Y : 第二可算的1）=⇒ B(X) × B(Y ) = B(X × Y ).

定義. E ⊂ X × Y とする．

• x ∈ X に対して，Ex := {y ∈ Y | (x, y) ∈ E} を x-切片という．
• y ∈ Y に対して，Ey := {x ∈ X | (x, y) ∈ E} を y-切片という．

命題 6.2. E ∈ A × Bとする．

(1) x ∈ X に対して，Ex ∈ B.
(2) y ∈ Y に対して，Ey ∈ A.

定義. f : X × Y → Rとする．

• x ∈ X に対して，fx(y) := f(x, y) (y ∈ Y ).
• y ∈ Y に対して，f y(x) := f(x, y) (x ∈ X).

1） 第二可算的とは，高々可算個の元からなる開基をもつことをいう．また，U が X の開基とは，U
は開集合の族で，任意の開集合 Oに対して，∀x ∈ O, ∃U ∈ U s.t. x ∈ U ⊂ Oを満たすことをいう．

18



命題 6.3. f : X × Y → Rは A × B-可測とする．

(1) x ∈ X に対して，fxは B-可測．
(2) y ∈ Y に対して，f y は A-可測．

6.2 ディンキン族定理

この節では，X は空でない集合とする．
定義. • D ⊂ 2X とする．

D: ディンキン族（δ-族）2） def⇐⇒

(1) X ∈ D.
(2) A,B ∈ D, A ⊂ B =⇒ B \ A ∈ D.

(3) {An}n∈N ⊂ D, An ⊂ An+1 =⇒
∞⋃

n=1
An ∈ D.

• G ⊂ 2X とする．
δ[G] :=

⋂
{D | G ⊂ D, D : δ-族 }.

G が生成する δ-族という．
補題 6.4. D ⊂ 2X は δ-族で，

A,B ∈ D =⇒ A ∩B ∈ D （有限交差で閉じる）

ならば，Dは σ-加法族である．
定理 6.5 (ディンキン族定理). G ⊂ 2X は

A,B ∈ G =⇒ A ∩B ∈ G

とする．3）このとき，δ[G] = σ[G].

以上，第 10回

2） λ-族ともいう．
3） このとき，G は乗法族または π-族という．さらに，この定理を π-λ定理ともいう．
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第 11回

6.3 積測度

(X,A, µ), (Y,B, ν)は σ-有限な測度空間とする．
命題 6.6. E ∈ A × Bのとき，x 7→ ν(Ex)は A-可測．また，y 7→ µ(Ey)は B-可測．
定理 6.7. ∃1λ: (X × Y,A × B)上の測度 s.t.

λ(E) =
∫

X
ν(Ex)dµ(x) =

∫
Y
µ(Ey)dν(y).

定義. 定理 6.7で与えられる λを（直）積測度といい，µ× ν で表す．

6.4 フビニの定理

引き続き，(X,A, µ), (Y,B, ν)は σ-有限測度空間とする．
定理 6.8 (フビニの定理). f : X × Y → [0,∞]は A × B-可測関数とし，

φ(x) =
∫

Y
fxdν (x ∈ X), ψ(y) =

∫
X
f ydµ (y ∈ Y )

とおく．このとき，φは A-可測，ψは B-可測で，∫
X
φdµ =

∫
X×Y

fd(µ× ν) =
∫

Y
ψdν.

定理 6.9 (フビニの定理). f : X × Y → RはA × B-可測のとき，次の 3条件は同値．

(1)
∫

X×Y
|f |d(µ× ν) < ∞.

(2)
∫

X

(∫
Y

|f |dν
)
dµ < ∞.

(3)
∫

Y

(∫
X

|f |dµ
)
dν < ∞.

また，このいずれかが成り立つとき，次が成り立つ．

• ∃φ ∈ L1(X) s.t. φ(x) =
∫

Y
fxdν µ-a.e.

• ∃ψ ∈ L1(Y ) s.t. φ(y) =
∫

Y
f ydµ ν-a.e.

•
∫

X×Y
fd(µ× ν) =

∫
X
φdµ =

∫
Y
ψdν.

以上，第 11回
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第 12回
定理 6.10. (X,A, µ)は σ-有限測度空間，f : X → [0,∞]は可測とし，

D = {(x, y) ∈ X × R | 0 ≤ y ≤ f(x)}

とするとき，次が成り立つ．

(1) D ∈ A × B(R).
(2) (µ×m)(D) =

∫
X
fdµ. ここで，mは 1次元ルベーグ測度を表す．

(3) G = {(x, f(x)) ∈ D | x ∈ X}のとき，G ∈ A × B(R), (µ×m)(G) = 0.

6.5 完備測度に関するフビニの定理

定義. d ∈ N, d ≥ 2とする．(d− 1)次元ルベーグ測度空間 (Rd−1,M(Rd−1),md−1)が
定義されたとき，積測度空間

(Rd,B(Rd−1) × B(R),md−1|B(Rd−1) ×m1|B(R))

を完備化した測度空間を (Rd,M(Rd),md) で表し，d次元ルベーグ測度空間という．
定理 6.11 (フビニの定理). (X,A, µ), (Y,B, ν) は σ-有限な完備測度空間とする．
f : X × Y → [0,∞]は A × B-可測のとき，次が成り立つ．

• ∃φ: A-可測 s.t. φ(x) =
∫

Y
fxdν µ-a.e.

• ∃ψ: B-可測 s.t. φ(y) =
∫

Y
f ydµ ν-a.e.

•
∫

X×Y
fd(µ× ν) =

∫
X
φdµ =

∫
Y
ψdν.

7 測度の正則性

(X, d)は距離空間，µは (X,B(X))上の測度とする．
定義. µは正則 def⇐⇒ ∀A ∈ B(X), ε > 0に対して，

∃F :閉集合, ∃G :開集合 s.t. F ⊂ A ⊂ G, µ(G \ F ) < ε.

命題 7.1. µ(X) < ∞のとき，µは正則．

以上，第 12回
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第 13回
前回と同様，(X, d)は距離空間，µは (X,B(X))上の測度とする．
定理 7.2. ∃{Xn}n∈N: X の開集合の列 s.t. Xn ⊂ Xn+1, X =

∞⋃
n=1

Xn, µ(Xn) < ∞4）

=⇒ µは正則．

8 ルベーグ測度の性質

d ∈ Nとし，(Rd,M(Rd),md)はルベーグ測度空間とする．混乱の生じないとき
は，mdを単にmで表す．

8.1 一意性とアフィン変換

定義. a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd, r > 0に対して，

Q(a, r) :=
d∏

j=1
(aj − r, aj + r]

とする．また，
Q := {Q(a, r) | a ∈ Rd, r > 0}.

命題 8.1. O ⊂ Rd: 開集合 =⇒ ∃{Qn}n∈N ⊂ Q s.t. O =
∞⋃

n=1
Qn（直和）．

定理 8.2 (一意性). µは (Rd,B(Rd))上の測度で，

µ(Q(a, r)) = (2r)d (Q(a, r) ∈ Q)

とする．このとき，µ(A) = m(A) (A ∈ B(Rd)).
定理 8.3 (平行移動不変性). x0 ∈ Rdのとき，x0 + A := {x0 + a | a ∈ A}とすると，

m(x0 + A) = m(A) (A ∈ B(Rd)).

定理 8.4. d次正則行列 T を Rd 3 x 7→ Tx ∈ Rd として Rd上の写像とみなすとき，

m(T (A)) = | detT |m(A) (A ∈ B(Rd)).

以上，第 13回
4） この条件を位相的 σ-有限ということがある．
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第 14回

8.2 変数変換の公式

ここでは，x ∈ Rdは縦ベクトルを表すとする．つまり，x =


x1
...

xd

とする．また，
‖x‖ := max

1≤j≤d
|xj|

と定める．また，A = (ajk)d
j,k=1 ∈ Md(R)に対して，

‖A‖ := max
1≤j≤d

d∑
k=1

|ajk|

とする．
定理 8.5 (変数変換の公式). U, V ⊂ Rdは開集合とし，Φ : U → V は C1級微分同相
写像とする．つまり，全単射 C1 級で，逆写像も C1 級とする．V 上のボレル可測
関数 f は，5）非負値またはルベーグ可積分ならば

∫
V
fdm =

∫
U

(f ◦ Φ)| det Φ′|dm

が成り立つ．ここで，Φ =


Φ1
...

Φd

 (Φj : U → R) として，Φ′ :=
(∂Φj

∂xk

)d

j,k=1
である．

例 8.6 (極座標変換). f : R2 → Rはボレル可測，ルベーグ可積分のとき，
∫
R2
f(x, y)dxdy =

∫ ∞

0

(∫ 2π

0
f(r cos θ, r sin θ)rdθ

)
dr.

以上，第 14回

5） f をゼロ拡張した関数が Rd 上ボレル可測であることを意味する．
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第 15回
定理 8.7. U, V ⊂ Rdは開集合とし，Φ : U → V とする．

(1) Φ ∈ C1(U ;V )のとき，零集合 N ⊂ U に対して，Φ(N)は零集合である．
(2) Φは連続，全単射，Φ−1 ∈ C1(V ;U)のとき，ルベーグ可測関数 f : V → Rに

対して，f ◦ Φはルベーグ可測である．

定理 8.8 (変数変換の公式). U, V ⊂ Rdは開集合とし，Φ : U → V は C1級微分同相
写像とする．つまり，全単射 C1 級で，逆写像も C1 級とする．このとき，V 上ル
ベーグ可測関数 f に対して，f ◦ Φはルベーグ可測．さらに，f が非負値または実
数値ルベーグ可積分のとき，

∫
V
fdm =

∫
U

(f ◦ Φ)| det Φ′|dm

が成り立つ．ここで，Φ =


Φ1
...

Φd

 (Φj : U → R) として，Φ′ :=
(∂Φj

∂xk

)d

j,k=1
である．

定理 8.9. (1) f : Rd → Rはルベーグ可測関数とし，

F (x, y) = f(x− y) (x, y ∈ Rd)

とするとき，F は R2d上のルベーグ可測関数である．
(2) ルベーグ可積分関数 f, g : Rd → Rに対して，

N =
{
x ∈ Rd |

∫
Rd

|f(x− y)g(y)|dy = ∞
}
,

h(x) =


∫
Rd
f(x− y)g(y)dy (x ∈ Rd \N)

0 (x ∈ N)

とおく．このとき，hは Rd上ルベーグ可積分で，次が成り立つ．
∫
Rd

|h|dx ≤
(∫

Rd
|f |dx

)(∫
Rd

|g|dx
)
.

定義. 定理 8.9の hを f, gの合成積といい，f ∗ gで表す．

以上，第 15回
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