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授業回数ごとの内容（予定）

第 1回 符号付き測度
第 2回 測度の分解
第 3回 絶対連続性
第 4回 ラドン・ニコディムの定理
第 5回 ルベーグ空間
第 6回 リースの表現定理
第 7回 極大関数
第 8回 ルベーグの微分定理
第 9回 測度の微分
第 10回 絶対連続関数
第 11回 条件付き期待値
第 12回 条件付き確率
第 13回 保測変換
第 14回 エルゴード定理
第 15回 応用
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第 1回

1 符号付き測度

(X, A)は可測空間とする．

1.1 全変動

定義. ν は (X, A)上の符号付き測度
def⇐⇒

(1) ν : A → R.
(2) ν(∅) = 0.
(3) {An}n∈N ⊂ A: 互いに素（i.e., Am ∩ An = ∅ (m ̸= n)）

=⇒ ν
( ∞⋃

n=1
An

)
=

∞∑
n=1

ν(An).

例 1.1. • µ1, µ2は (X, A)上の有限測度とする．つまり，µ1(X) < ∞, µ2(X) < ∞
とする．このとき，ν = µ1 − µ2は符号付き測度である．

• µは (X, A)上の測度，f : X → Rは可積分のとき，ν(A) =
∫

A
fdµ は符号付き

測度である．
以下，特に断らない限り，ν は (X, A)上の符号付き測度とする．
命題 1.2. (1) {An}n∈N ⊂ A, An ⊂ An+1 (n ∈ N)

=⇒ lim
n→∞

ν(An) = ν
( ∞⋃

n=1
An

)
.

(2) {An}n∈N ⊂ A, An ⊃ An+1 (n ∈ N)

=⇒ lim
n→∞

ν(An) = ν
( ∞⋂

n=1
An

)
.

定義.

|ν|(A) := sup
{ ∞∑

n=1
|ν(An)| | {An}n∈N ⊂ A, A =

∞⋃
n=1

An（直和）
}

(A ∈ A)

を ν の全変動という．
定理 1.3. |ν|は (X, A)上の有限測度である

以上，第 1回
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第 2回

1.2 正変動，負変動

定義.
ν+ := 1

2
(|ν| + ν), ν− := 1

2
(|ν| − ν)

をそれぞれ ν の正変動，負変動という．
ν±は有限測度であり，

ν = ν+ − ν−

と表せる．これをジョルダン分解という．
定理 1.4. A ∈ Aに対して，

ν+(A) = sup{ν(E) | E ∈ A, E ⊂ A},

ν−(A) = − inf{ν(E) | E ∈ A, E ⊂ A}.

定理 1.5 (ハーン分解). ∃A ∈ A s.t. ν−(A) = 0, ν+(Ac) = 0.

2 絶対連続性

(X, A, µ)は測度空間，ν は (X, A)上の符号付き測度とする．

2.1 絶対連続と特異

定義. • ν ≪ µ
def⇐⇒ A ∈ A, µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.

このとき，ν は µに関して絶対連続という．
• ν⊥µ

def⇐⇒ ∃A ∈ A s.t. µ(A) = 0, |ν|(Ac) = 0.
このとき，ν は µに関して特異という．

例 2.1. • f は µ-可積分のとき，

ν(A) =
∫

A
fdµ (A ∈ A)

とすると，ν ≪ µである．（実際にはこれしかない．）

4



• µは R上のルベーグ測度とし，

ν(A) = δ0(A) =


1 (0 ∈ A)

0 (0 /∈ A)
(A ∈ M)

とおく（ディラック測度）．µ({0}) = 0, ν({0}c) = 0なので，ν⊥µ.
例 2.2 (カントール関数). I0 := [0, 1]とし，µとしてルベーグ測度mを考える．

I1,1 :=
[
0,

1
3

]
, I1,2 :=

[2
3

, 1
]
, I1 := I1,1 ∪ I1,2

とする．n ∈ Nに対して，In =
2n⋃

k=1
In,k （直和）が与えられたとき，In,k を 3等分

して，中央の開区間を取り除いてできる 2 つの閉区間を In+1,2k−1, In+1,2k とし，

In+1 =
2n+1⋃
k=1

In+1,k とおく．このように，帰納的に In, In,k を定める．C :=
∞⋂

n=1
In をカ

ントール集合という．

以上，第 2回
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第 3回
命題 2.3. ν1, ν2は (X, A)上の符号付き測度とする．

(1) ν1 ≪ µ, ν2 ≪ µ =⇒ (ν1 + ν2) ≪ µ.
(2) ν1⊥µ, ν2⊥µ =⇒ (ν1 + ν2)⊥µ.

命題 2.4. (1) ν ≪ µ ⇐⇒ |ν| ≪ µ ⇐⇒ (ν+ ≪ µ, ν− ≪ µ).
(2) ν⊥µ ⇐⇒ |ν|⊥µ ⇐⇒ (ν+⊥µ, ν−⊥µ).
(3) ν ≪ µ, ν⊥µ =⇒ ν = 0.
定理 2.5. ν ≪ µ ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. A ∈ A, µ(A) < δ =⇒ |ν(A)| < ε.
補題 2.6. µ(X) < ∞, ν は有限測度のとき，次のいずれかが成立．

• ν⊥µ.
• ∃ε > 0, ∃E ∈ A s.t. µ(E) > 0, (ν − εµ)−(E) = 0.

2.2 ラドン・ニコディムの定理

定理 2.7 (ルベーグ・ラドン・ニコディムの定理). (X, A, µ)は σ-有限測度空間，ν

は (X, A)上の符号付き測度とするとき，

∃1νa, νs : (X, A)上の符号付き測度 s.t. ν = νa + νs, νa ≪ µ, νs⊥µ.

また，ν が有限測度なら νa, νsも有限測度になる．
さらに，

∃f : R値 µ-可積分 s.t. νa(A) =
∫

A
fdµ (A ∈ A).

もし gも同じ条件を満たせば f = g µ-a.e.

以上，第 3回
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第 4回

3 ルベーグ空間

(X, A, µ)は測度空間とし，1 ≤ p ≤ ∞とする．可測関数 f : X → Rに対して，

∥f∥p :=


(∫

X
|f |pdµ

) 1
p

(1 ≤ p < ∞)

inf{α > 0 | µ({|f | > α}) = 0} (p = ∞)

とおく．また，
Lp := {f | f : X → Rは A-可測, ∥f∥p < ∞}

とする．

3.1 完備性

補題 3.1. a, b ≥ 0, θ ∈ (0, 1)のとき，

aθb1−θ ≤ θa + (1 − θ)b.

定理 3.2 (ヘルダーの不等式). 1 < p, q < ∞は 1
p

+ 1
q

= 1を満たすとする．このと

き，可測関数 f, g : X → Rに対して，

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

p ∈ [1, ∞]に対して，

p′ :=



∞ (p = 1)
p

p − 1
(1 < p < ∞)

1 (p = ∞)

とする．p′を pのヘルダー共役指数という．

以上，第 4回
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第 5回
定理 3.3 (ミンコフスキーの不等式). 1 ≤ p ≤ ∞, f, g ∈ Lpのとき，

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p.

∥ · ∥pは Lpのセミノルムである．そして，

B(f, r) = {g ∈ Lp | ∥f − g∥p < r} (f ∈ Lp, r > 0)

を開球といい，開球全体を開基とする位相を Lpに入れる．
定理 3.4. 1 ≤ p ≤ ∞のとき，Lpは完備である．
つまり，{fn}n∈N ⊂ Lp は lim

j,k→∞
∥fj − fk∥p = 0 を満たすとき，∃f ∈ Lp s.t.

lim
n→∞

∥fn − f∥p = 0.
命題 3.5. 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lpのとき，

∀ε > 0, ∃s :単関数 s.t. ∥f − s∥p < ε.

3.2 共役空間

1 ≤ p ≤ ∞とする．
定理 3.6. Φ : Lp → Rは線形写像のとき，次は同値．

(1) Φは連続
(2) Φは 0で連続．
(3) ∃C > 0 s.t. |Φ(f)| ≤ C∥f∥p (f ∈ Lp).

定義. • (Lp)∗ := {Φ | Φ : Lp → Rは連続 }.
• Φ ∈ (Lp)∗に対して，

∥Φ∥ := sup
f∈Lp

∥f∥p ̸=0

|Φ(f)|
∥f∥p

補題 3.7. µ(X) < ∞, f ∈ L1とし，I ⊂ Rは閉区間とする．

E ∈ A, µ(E) > 0 =⇒ 1
µ(E)

∫
E

fdµ ∈ I

ならば f ∈ I a.e.

以上，第 5回
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第 6回
定理 3.8 (リースの表現定理). µは σ-有限とする．1 ≤ p < ∞, Φ ∈ (Lp)∗のとき，

∃g ∈ Lp′ s.t. Φ(f) =
∫

X
fgdµ (f ∈ Lp), ∥g∥p′ = ∥Φ∥.

ただし，p′は pのヘルダー共役を表す．
g̃も同じ条件を満たせば，g = g̃ a.e.

4 ボレル測度の正則性

d ∈ Nとし，(Rd, B(Rd), µ)は測度空間とする．a ∈ Rd, r > 0に対して，

B(a, r) := {x ∈ Rd | |x − a| < r}

とする．
定義. µは正則 def⇐⇒ ∀A ∈ B(Rd), ε > 0に対して，

∃F :閉集合, ∃G :開集合 s.t. F ⊂ A ⊂ G, µ(G \ F ) < ε.

命題 4.1. µ(Rd) < ∞のとき，µは正則．

以上，第 6回
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第 7回
定理 4.2. µ(B(0, n)) < ∞ (n ∈ N) =⇒ µは正則．
さらに，A ∈ B(R), µ(A) < ∞のとき，

∀ε > 0, ∃K :コンパクト s.t. K ⊂ A, µ(A \ K) < ε.

x ∈ Rd, A ⊂ Rdに対して，

dist(x, A) := inf{|x − a| | a ∈ A}.

定義. Cc(Rd) := {f ∈ C(Rd) | ∃R > 0 s.t. f(x) = 0 (|x| > R)}
定理 4.3. µ(B(0, n)) < ∞ (n ∈ N) とする．

f : µ-可積分，ε > 0に対して，

∃g ∈ Cc(Rd) s.t.
∫
Rd

|f − g|dµ < ε.

5 ルベーグの微分定理

5.1 極大関数

ν は (X, B(Rd))上の符号付き測度とする．（ルベーグ可測集合族Mで考えると，
符号付き測度もMで定義されたものを考えなければならず，扱う範囲が狭くな
る．）また，

(Qrν)(x) := ν(B(x, r))
m(B(x, r))

(x ∈ Rd, r > 0)

とおく．さらに，
(Mν)(x) := sup

0<r<∞
(Qr|µ|)(x) (x ∈ Rd)

とし，ν の（ハーディ・リトルウッドの）極大関数という．
補題 5.1. α ∈ Rに対して，{Mν > α}は開集合である．1）

特に，Mν はボレル可測である．

以上，第 7回
1） このような関数を下半連続という．
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第 8回
補題 5.2. N ∈ N とし，x1, . . . , xN ∈ Rd, r1, . . . , rN > 0 とする．このとき，
∃k ∈ {1, . . . , N}, ∃{j1, . . . , jk} ⊂ {1, . . . , N} s.t. {B(xjk

, rjk
)}k

ℓ=1は互いに素，

∣∣∣∣ N⋃
j=1

B(xj, rj)
∣∣∣∣ ≤ 3d

k∑
ℓ=1

|B(xjℓ
, rjℓ

)|.

定理 5.3 (極大不等式). m({Mν > α}) ≤ 3d

α
|ν|(Rd) (α > 0).

ルベーグ可積分関数全体を L1(Rd)で表す．また，∥f∥1 =
∫
Rd

|f |dm とおく．
注意. f ∈ L1(Rd)のとき，dν = fdmとして，

(Mf)(x) := Mν(x) = sup
0<r<∞

1
m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f |dm

と定める．

5.2 ルベーグの微分定理

定義. f ∈ L1(Rd) とする．

• x ∈ Rdとする．
x: f のルベーグ点 def⇐⇒ lim

r→+0

1
m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y) − f(x)|dm(y) = 0.

• Lf := {x ∈ Rd | f のルベーグ点 }.

定理 5.4 (ルベーグの微分定理). f ∈ L1(Rd)のとき，Lf ∈ Mであり，m(Lc
f ) = 0.

5.3 測度の微分

この節では，ルベーグ測度mをボレル集合上 B(Rd)の測度と考える．

(Dν)(x) :=


lim

r→+0
(Qrν)(x) (この極限が存在するとき)

0 (その他)

とおく．
定理 5.5. f ∈ L1(Rd)とし，dν = fdmとするとき，Dν = f m-a.e.

以上，第 8回
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第 9回
定理 5.6. ν⊥mのとき，Dν = 0 m-a.e.
定義. x ∈ Rd, {En}n∈N ⊂ B(Rd)とする．

{En}n∈N: shrink nicely (s.n.) to x
def⇐⇒

∃α > 0, ∃{rn}n∈N ⊂ R s.t. rn ↘ 0, En ⊂ B(x, rn), m(En) ≥ αm(B(x, rn)).

例 5.7. • En =
[
0,

1
n

]
× [0,

10
n

]
は s.n. to 0.

• En =
[
0,

1
n

]
× [0,

1
n2

]
は s.n. to 0 ではない．

定理 5.8. x ∈ Rdに対して，{En(x)}n∈Nは s.n. to xとする．
dν = fdm + dµsを ν のmに関するルベーグ分解とするとき，

lim
n→∞

ν(En(x))
m(En(x))

= f(x) m-a.e.

6 絶対連続関数

a, b ∈ R, a < bとする．
定義. f : [a, b] → Rとする．

f : 絶対連続 def⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. 互いに素な区間 (aj, bj) ⊂ [a, b] (j = 1, . . . , n),
n∑

j=1
(bj − aj) < δ =⇒

n∑
j=1

|f(bj) − f(aj)| < ε.

[a, b]上絶対連続な関数全体を AC([a, b])で表す．
定理 6.1. g ∈ L1([a, b]) とし，

f(x) =
∫ x

a
g(y)dy (x ∈ [a, b])

とするとき，f ∈ AC([a, b]). また，f は a.e. t ∈ [a, b] に対して微分可能であり，
f ′(x) = g(x) a.e. x ∈ [a, b].
補題 6.2. U ⊂ Rは開集合のとき，

∃{pn}n∈N, {qn}n∈N ⊂ Q s.t. U =
∞⋃

n=1
(pn, qn]（直和）

以上，第 9回
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第 10回
定理 6.3. f ∈ C([a, b])は単調増加とするとき，次の (i), (ii), (iii)は同値である．

(i) f ∈ AC([a, b]).
(ii) N ∈ M([a, b]), m(N) = 0ならばm(f(N)) = 0.
(iii) a.e. x ∈ [a, b]に対して f は微分可能である．さらに，f ′ ∈ L1([a, b])であり，

f(x) − f(a) =
∫ x

a
f ′(y)dy (a ≤ x ≤ b).

ただし，f ′(x) :=


lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

(x ∈ (a, b)で微分可能)

0 (その他)
定理 6.4. f ∈ AC([a, b])とし，

F (x) = sup
{ n∑

j=1
|f(xj) − f(xj−1)| | n ∈ N, a = x0 < x1 < · · · < xn = x

}
(x ∈ [a, b])

とする．このとき，F , F + f , F − f は [a, b]上単調増加で，絶対連続．
注意. f が単に [a, b]上の関数に対して，F を f の全変動という．また，F (b) < ∞
のとき，f は有界変動という．特に，絶対連続関数は有界変動である．
定理 6.5. f : [a, b] → Rとするとき，次の 2つは同値．

(1) f ∈ AC([a, b]).
(2) a.e. x ∈ [a, b]で f は微分可能であり，f ′ ∈ L1([a, b]). さらに，

f(x) − f(a) =
∫ x

a
f ′(y)dy (x ∈ [a, b]).

以上，第 10回
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第 11回

7 条件付き期待値

(Ω, F ,P)は確率空間とする．つまり，P(Ω) = 1とする．

7.1 定義と基本的性質

G ⊂ F : σ-加法族とする．
定理 7.1. X ∈ L1のとき，∃Y ∈ L1 s.t. Y : G-可測，

A ∈ G =⇒
∫

A
Y dP =

∫
A

XdP.

また，Y は a.s.で一意．
定義. 上の定理の Y を G の下での X の条件付き期待値といい，E[X|G]で表す．
例 7.2. • G = F のとき，E[X|F ] = X a.s.

• G = {∅, Ω}（自明な σ-加法族）のとき，E[X|G] = E[X] a.s.
命題 7.3. X, Y ∈ L1とする．

(1) a, b ∈ Rのとき，E[aX + bY |G] = aE[X|G] + bE[Y |G] a.s.
(2) X ≥ 0 a.s. =⇒ E[X|G] ≥ 0 a.s.
(3) X: G-可測，XY ∈ L1 =⇒ E[XY |G] = XE[Y |G] a.s.
特に，E[X|G] = X a.s.
(4) H ⊂ G: σ-加法族 =⇒ E[E[X|G]|H] = E[X|H] a.s.
特に，E[E[X|G]] = E[X] a.s.
(5) X: G と独立 =⇒ E[X|G] = E[X] a.s.
系 7.4. (1) X ∈ L1のとき，|E[X|G]| ≤ E[|X||G] a.s.
(2) X ∈ L2のとき，E[X|G] ∈ L2であり，(E[X|G])2 ≤ E[X2|G] a.s.
命題 7.5. Xn ≥ 0 a.s., Xn ↗ X ∈ L1のとき，E[Xn|G] ↗ E[X|G].
定理 7.6. X ∈ L2のとき，

∥X − E[X|G]∥2 = min{∥X − Y ∥2 | Y ∈ L2, Y : G-可測 }.

以上，第 11回
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第 12回

7.2 条件付き確率

G ⊂ F : σ-加法族とする．A ∈ F に対して，

P(A|G) := E[1A|G]

を F における Aの条件付き確率という．
命題 7.7. (1) A ∈ F =⇒ 0 ≤ P(A|G) ≤ 1 a.s. 特に，P(Ω|G) = 1, P(∅|G) = 0 a.s.
(2) {An}n∈N ⊂ F は互いに素のとき，

P
( ∞⋃

n=1
An|G

)
=

∞∑
n=1

P(An|G) a.s.

例 7.8. 条件付き期待値や条件付き確率の定義は古典的なものの一般化になって
いる．
定理 7.9. X: r.v.とするとき，次を満たす µ : Ω × B(R) → [0, 1]が存在する．

(1) ∀E ∈ B(R) に対して，µ(·, E) は G-可測で，µ(ω, E) = P(X ∈ E|G)(ω) a.s.
ω ∈ Ω.

(2) ∀ω ∈ Ωに対して，µ(ω, ·)は (R, B(R))上の確率測度である．

µ̃も同じ条件を満たすとき，a.s. ω ∈ Ωに対して，µ(ω, E) = µ̃(ω, E) (E ∈ B(R)).
注意. • この定理で得られる µを G における X の正則条件付き分布という．

以上，第 12回
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第 13回

8 エルゴード性

8.1 保測変換

定義. φ : Ω → Ωは可測写像とする．
φ: 保測変換 def⇐⇒ A ∈ F =⇒ P(φ−1(A)) = P(A).
以下，φは保測変換とする．
定理 8.1 (ポアンカレの回帰定理). A ∈ F のとき，a.a. ω ∈ Aに対して，∃n ∈ N s.t.
φn(ω) ∈ A.
定義. • A ∈ F とする．A: 不変 def⇐⇒ φ−1(A) = A.

• I := {A ∈ F | A :不変 }.
• φ: エルゴード的 def⇐⇒ A ∈ I =⇒ P(A) ∈ {0, 1}.

例 8.2. Ω = RN とし，µは (R, B(R))上の確率測度とし，P =
∞∏

n=1
µ（直積測度）と

する．また，ω = {ωn}n∈N = (ω1, ω2, ω3, . . . ) ∈ Ω = RNに対して，シフト作用素を

φ(ω) := {ωn+1}n∈N = (ω2, ω3, . . . )

とする．φはエルゴード的である．

8.2 エルゴード定理

N0 := N ∪ {0}とし，

φ0(ω) := ω (ω ∈ Ω),

φn(ω) := φ(φn−1(ω)) (n ∈ N, ω ∈ Ω)

と定める．以下，X: r.v.として，

Xn(ω) := X(φn(ω)) (n ∈ N0, ω ∈ Ω)

とする．
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補題 8.3 (最大エルゴード不等式).

S0 = 0, Sn =
n−1∑
k=0

Xk (n ∈ N)

とし，Mn = max
k=0,...,n

Sk とおく．このとき，E[X1{Mn>0}] ≥ 0.
定理 8.4 (バーコフのエルゴード定理). X ∈ L1のとき，

1
n

n−1∑
k=0

Xk → E[X|I] a.e. and L1.

以上，第 13回
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第 14回
定理 8.5. 次の 3条件は同値．

(1) φ: エルゴード的
(2) X ∈ L1に対して，

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

X ◦ φk = E[X] a.s.

(3) A, B ∈ F に対して，

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

P(A ∩ φ−k(B)) = P(A)P(B).

8.3 応用例

Ω = [0, 1), F = B([0, 1))とし，P = mとする．
x ∈ Rに対して，

⟨x⟩ := x − [x]

と定める．⟨x⟩ ∈ [0, 1)に注意．
θ ∈ (0, 1)とし，

φ(ω) := ⟨ω + θ⟩ (ω ∈ Ω)

とする．
定理 8.6 (ワイルの一様分布定理). θ は無理数とする．0 < a < b < 1, ω ∈ Ωに対
して，

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

1φ−k([a,b))(ω) = b − a.

以上，第 14回
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