
Section 1 0 : 可微分 多様体

意義 i 可微分多様体 および

その 上 の 0級門と数を 定義 する
、

Part 二 可 微分 多様体 の 定義 、 各種 構成

Ti: :鸝驪系

10.
、 可微分 な様体

11 : 多様 体 の 例
1 2 : C 級関数 の 構成



内容
・ 0級関数 、

ピ級豫 の 局所性

・ 極大 atlas

• 極大 0 - atbs 上 の 0 級関数
・ O 級多様体 の 定義
(可微分多様体 )



Section 10 . 1 : O級関数 ,

0級写像 の 局所性

ユークリッド 額が 開集合 上 の 関数 、 子像 について
、

いじけだ が局所的な 性質 で ある こと を見る
。

( Section 10.3 の 準備 )



設定 : n し た。

TL 0 私 が
.

Prop 10 . 1 . 1 : 0 も U。 前 U と する 、
制限
o-

しも fe 0 ( U )
、 flu E 0100 )

( 実は これ まで も ちょくちょく 使っ て い た )



0級閃数 の 局所性

孯 : U の 開被覆 with Uは 0
nnnnn

関数 f ! U → R について 以下 は 同値
で 入 に 1 )[ 戯! たが が

(ii) ⇒ ( i ) について

短い Lemma 9
.

3
. 4

、
帰納法



Cor 10
.
1 .3
-

f e RU ( U 上 の R値関数 ) について

以下 は 同値

屯留 f は O 級関数 ( ie.fr 01い )
'

Up e U 、

ヨ

Goo : p の 開近傍 st 、

Hup E 0( Up )

HiHi (II )ら (i ) に つい て
-

( U の 開被覆 で Uplpw に つい て い ) in Riot .2 が成り立つ



言文定 : Mい た E Zzo
、

-

0 t Ui c R
で
( i= 1 , 2 )

Open

Prop of . 4 : 0 t U。 CO .
と する

-_-Open

ve : U .
→ u : 0級豫

、L Mu
。 籡

ど ピ級写像

t Rep 10
.
1 . 1 と 以下 の Lemma を 用いる 、

Lemma 10
.

1
.
5

世に し

て

い
、
どけ ) lu

。

こ (41げけ )



0級子像 の 局所性

16璡
は

、入知 を U の 開被覆 with U
、入堀然 。

子像 4 : U, → Ua について 以下 は 同値 ![などが、気籙鱲・www.n

い) 各 入 に A について Hui Un -) に は O級子像

H.it き ) ⇒ i ) に つい て

T Lemma 9
.

3
. 4

, Prop 10
.
1
.

2
,
Lemma 101.5 を 用いる



C. 7

子像 4 : U, → Ua について 以下 は 同値 !

l) liu.su は 0級豫勛にpeu.u.pe ui p 。 開近傍 が

flu
.
.p

: U . . p
→ 02 は 0級写像

H int i (II )ら (i ) に つい て

TU の 開被覆 3 Uplpw に つい て い ) in Prop 10. 1. 3 が成り立つ



次 の 命題 も 使う opt
Prop 1 0

.
1
.
8

子像 ど
" と能 と する

、

U. → UI について 以下は 同値

の 4 : U で𧃴は 0級豫・IIIa
.. u.nu へ の 写像 と し て 0級豫

H.it : Prop 6. 1. 3 . Prop 8. 1. 6 1 1 )

一、

定義 から 直接 示す の は た騨 で ない ので注意( け . Prop . 4 . 9 )



Section CO
.
2 : 極大 0 - atlas
-

この 節 で は 極大 で 一 atlas を 定義 し 、

じ 完全版
"

地図帳 )
Eats から 構成 する 方法 を 述べる 。

設定 :

-

M : 空 でない位相空間
L n E た。

墪

(CM;が ) i M の 3 次元局所座標系全体 の 集合



RecdllDef_i.li
A。 CLC (Mi が ) が M の - atlas

地図帳 や

郎 の U 0 = M

で かっ
(GUMI et。斜さが 螽資資率

。
ただ、
点できた。災

地図同士の が肌 だけで
整合 性が は 0級写像

とれている
、



極大 Gates を 以下 で 定義 する
.

で 完全版 "

RtlO.2.IE 8
M の 0.at A CLC (MiR ) が 極大

[響 A 手 B と なる 0.at B c t.CCMiR)

が 存在 し ない

Remain LC(MiR ) と の もの は 一般に は

[ 0 -adas に なる と 限ら ない

( なる 場合 の 方 が 珍しい )



Q_iG.at Ao について
、

L それを 含む 極大 0.ats は 存在する ?

二 Yes ! !

[ しかも その よう な 極大 0 - atbs は 一意
、

い "

任意 の 地図 帳 は 地図 を 追加 し て 完全 版 に できる
、



Defio.si M の - ats A。
< LC ( Mi が ) について

[ A 。 ] に 1 0
.
U
,
a ) ELC (MiR ) |

{ You, U) a to with On 0'+0 、 }座標変換 T.ua 、 T.ua は 共に ピ級写像
,

CLC ( Miが )

Ao の 地図 と 整合性 の とれる すべて の地図 を追加



E.×上 Ex 9 . 3 , 6 の n = 1 の 場合 について
、

○ こうか ES ' l っい た 1 st

Pii :
1 H た(っいた ) oso

U c R

とする と し0.U.it ) ft。 だが 1 0, 0 , en ) eyj
"



また
,
0 に 1 a as ' l っい た 1 嫁.

S
'

v に いたが您

sfg [[なた!!品。 だが 心いがば



Theorem 1 0
.
2

. 4 : A。 CLC (Mi が ) i M の Gatas と する
。

この とき 以下が 成り立つ

|字た!!!ただ鶚品灩 はいのみ13)

これ より
lt。 ] i to の 定める 極大Gates と 呼ぶ

.



1圸 け 念-1 4
_

た 10 . 2 .4 :

い) は 定義 から 従う ( 安確認 )

(2) を 示す i4誌など鼗に 極大



① を 示す i

⑦ の
1が

したが M

LA。 ] 内 の 座標変換 は 0級

④ は ( 1 ) から 従う ( 要確認 )P 翯きた。。がいいが 「打 艶。

Tauri M ( On O
'

) → 0(Ono' S|
は 0級子像



( 0, 0 . a ) .CO/V,W)EH。 ] を 任意 に とる
。

⑤ Te : U (On O') -) で ( On O ' ) は

L| G が 5 より 以下
嫗詰な!

で𩻄

示○ も
pe a (Ono

' )
、

ヨ
Up C を (Ono' S :

p の 開近傍

I が
iui が 喈𨂻像



pc.in ( On O
' ) を 任意 に は 、

u
M

O.、 j Ao は U - atlas な ので 。

( Oo
、
Uo

、
No ) E Ao であっ て が(p) E Oo

となる もの が とれt.fiui ・譱い たが
が

⑤ た。 1 y : Up → で10 nd )

L は 0級写像



Bp 9. 1
.
5 より Up から で ( Ono'n 0。 ) へ の 写像 として

で哬 = を州www. 、 )は川www.)
は] の 定義 より he 、 Taito は ピ級写像Yた悲恋。。i

懸!;製凞



特に 合成 Truly : Up → で10 nOha ) も

0 級写像

( d . Thm 7.11 )だが厳然:繫!層鬱
(に) 証明終 )

t

(3) は 気 を 含む Gatas
"

は A 。1 に 含まれる
」

こと から 従う (要確認 ) 風



次の 命題 は 便利

Prop 10 . 2 .
5 A。 . D。

c t.CCMiR ) を

-

それぞれ M の Gatas と する
.

以下 は 同値

な ) [A ] = [ Bo ][が www..net。 もどしたが思い0
Tau , Tara は 共に 0級写像

Hint : Theorem 1 0 . 2
. 4

-



Ex 10 . 2 . 6 n E た、 と し 、

-

:= 1 xE 1が 1 域に 1 1 c が"
に し ますt.ION.VN

、
た ) 、 ( OS . Vs . N ) ELS ( Sで 1が )

を 以下 の よう に定めt.fi: で "いい な?がいい"
UN : ON → VN H : G → Vs

て い ぼが 、 恵 ) ないし強い櫛
やげ : VN → ON(いし 榧が 、

一

、 燕i.fiiiil ) で は 省略



イメージ た 1 の とき

、

? と炎
、

"暗磐だが、 射影ieP t.us ば醐き疰すな射影
料

、○!い、 、
ii.



この とき
が 、 = 1 ( ON.VN

、
UN )

、
( OS

.
Vs
. I "

は 5 の Claes と なる 。

また Ao に 1 ( 0点 U た
、
Uli ) 11に t.im とD s.a.aeな 蜊、

6 で扱っ た

Claim ! [Bo] = [ f。 ]
EL

p t
Do の 完全版 A の 完全版



idea
Prop 1 0 . 2 .

5 より 以下 を 示せ ば よい
示○ も ( 0 . 0 , a ) tto.lt (0. V, 0 ) に B。爽!蕊恋だ鬱級籡

°域

( 01 V
, U ) こ ( ON.VN.at

の 場合のみ 紹介する
、

この とき

On O
'
= Of n ON = 1 RES" / で >0 . と キ 1 0 . 0 i. 0 . 1 ) |

こ う つ( ES" I の 704



さらに
a ( On O' ) = が 1 3 xe S川 が0 1 )

u

こ じ こ / UE が 1 Late IS CP "
に 1

Open

V(Ono
'

) こ た ( txt S" I a > o { )

= イ ve が 1 で、
> 0 4 c が

Opendi :鬜.in?i::ii:鼠!:籤剛
(定義域注意 ) で いい

(さだ ( t.im?u.....un )



Tura : び( Ono ' ) → a Con o ' 丿

p { ve だ 1 u > 0 と Yue が 1 だが 14

杯で級豫 應皐藩iii
𧸐樲"

他の 場合 も がん 記真する と

座標変換 が いずれ も 0級写像

一、

_

で ある こと が分かる
、 岡



Sectionl0.31.0-at_las.CL

設定 : M : 空 で ない 位相部第
TT

n E で2 0[ A。 CLC (MiR" ) : M の Eats

記号 : H。 ] : A の 定める M の 極大 Eats
T ( of Thin 10. 2 . 4 )



RecdllDe_f.9.it ) の

f e CM ) が H。 ] 上 0級|莉 Ieehhe .to が e 010 )

Q t.LA。 ] は ものすごく 大きい 集合 なので

完全版 Check が 大変 な の で は . . .

A : A 。 だけ 気 に すれ ば OK !
オリジナル



Theoremioe.fi CCM ) について 以下 は 同値

(I) f は A。 上 0級

①
f は LAJ 上 級| 特 ごと(Mito ) = 0Miから

見け
ー

! ( i ) ⇒ II ) は Thm 10
.
2 .4 から 従う 。

ii) う か を 示す 。

ii) を 仮定 し て い ) を 示す
。

示○ も ( O.U.nu ) に ftp.fo が EC(U )



( O.UA ) t [A。 ] を 任意 に とる
。

示○
、
foで E ( U )

Cor 10
.
1
.
J より 以下 を 示せ ばるい/ 𤎼爨燕燕爕翔

@NpcUi.p の 開1近傍
L s.tl/oHiC4Up )



が( p ) e O
'

と なる ( 0 V
, 0 ) E Ao を 固定

の

f ( t.AM の 0 - atk なので この よう な

M COMが E Ao は存在する
. )| 鼗たした点!が鱥 。

1 t.tl 。で



A) の 定義 と m9.2.cz より 以下 を 示せ ば 7分

⑧ ( f 。 1 。。 。グ ) E (en 0り )
11| けいた。が

いま f は A。 上 級 なので

た箭劄
け。 ど ) 1

。。。パ (だい )
四



0性 の チェック に 便利 な命題

P~pto_2.it を M の 極大 0-ats と する
。

1関数 f : M → R について 以下 は 同値

(i) fe 0( M : A )ii) .pe M 、

ヨwww.t.yop 。 開近傍

st.lt 。 いい。今 ではな
颸

Hiが たい ) 10p.NOp) 、 ubp ) l pe M 4 と おく と

EL to CLC (MiR" ) かつ [A。 ] = A



Sectiono.LI:0級 対外体 の定義-_-

町
、

1 0
.
4 . 1 :

M を 空 で ない 位相 空間 、 可微分 多様体、

- M E た。 と する
。

滑らかな 多様体

A を M の 極大 ats と する
.

とも よぶ

一
組 (MA ) で n 次元 級多様体 である| 8「 M は ハウスFETEE鱺黎で繫癉

かつ 1 cf Section 12 )

② M は 第二可算公理 を 満たす
( ie 、 可算 開基 を持っ ) -

積分論
に 必要

( cf 。 幾何 学 D )



EXN.tn が 、 空 で ない 開集合 UTでは
ドルで 第二碑

( U.U.it ) E t.CC Ui が ) ( Ex 8.2 、
2 )

to - 1 1 0, U .
idu ) 4 は U の U -ats

.D [ t.se Ao の 定める 極大 o.at と する
.

この とき ( U.lt。 J ) は n 次元 G級多様体
、

また ( U ; [to J ) = 01 0 )

( 面白く ない 例 )
もi。川 で定義 し た もの



Ex 10 . 4 .

3
。一

ハウスドルフ 、 第 二可算

:

ー

こ ら の E 1が ' l ジが = 1 4 c が" について
は 1

Ao に 1 ( 0点 U た
、
娘 ) 11に t.mil と翻 を Ex 93.6 で扱っ た 5 の Eats と する

.LAJ を Ao の定める 極スピ -alt と する
。T

Ex (0
.

2
.
6 の

この とき ( 8,11。1 ) は n 次元 0級多様体 Bo から 作っ て も
「

同じもの ができt.LA
。] を 決め た おかげで 018で は1 ) が定義でまる !



これから やる 事
• 級多様 体 の 例 の 紹介
• 0 (MIA ) を 調べる

- ) PartI

・ 持 空 の間 、
接ベクトル 、 ベクトル 場

・ ピ級豫 、
写像 の 微分 ) Partな

• 部分 外 様 体

sediono.to


