
Section " 正則 部に 多様 体

意義 i 多様体 の 例 として
、

ユークリッド 空間で の 正則部分 多様 体 を 紹介

Part 二 可 微分 多様体 の 定義 、 各種 構成

Ti: :鸝驪系

10.
、 可微分 な様体

1 1 : 正則 部分 多様体 が
1 2 : 射影 空間
13 : C 級関数 の 構成



内容

• でラフ な 様 体
・ 正則局所座標系 in Rmk

• Rt の 正則 部令 多様体

の 正則 点 の 逆像 として 得 られる 多様体



Section 1 1
.
1 : グラフ 多様 体

設

-

足 : n
.
K e た。

TE

U c が 、 空 で ない 開集合[ Y : U → 1で 級写像

-

記号 : Sy -_- て い とい ) lu EUI

( 1 4 の グラフ ) く が「k



Prop 1 1
.

1
.
1 : in : Su → UC

が

燕でiiiii!櫲、

更に A。 -3 ( Sue , U , a ) と は Se の0-atlas.IS
e.lt。 ] ) は n 次元 0級多様体

、

グラフ 多様体



Prop 1 1 . 1 . 2

Sy c D 私 1が
北

と する
、

[芝に fe (DI
, the (Set )



附け興
fe 0(D) を 任意 に とる

、

⑦ the 0 ( Suits )
Thm 103.1 より 以下 を 示せ ば よいP がどこも災彘で

ここで

f .

. u → D
,
un ( u 、 とい )

と おく と
、



で は C 級子像 に Prop 6 .
1 . 3 )

[!灥ががいが 四
松 。 で = f 。 Y =𡝂 ) e CTU )



Ex 1 1 . 1 . 3 n = 2
.
K = 1

.

-

U = 1 ue が 1 でなく 11
。私 が

4 : U → R.UHJI-ui.TW て おく 、

この とき|5嗷がた品がしたい嘔「州

Sl



Claim : h : See → R
.
(っいたが い た

-

は ( See , 11 。] ) 上 級

グラフ 多様体
Proof De D

,d;!:簗なら斝箭爛
、

拙紫火の



§ 1 1
.
2 : 正則局所座標系 in Rmk
-

設定 i nk Eた。

S c が北 : Open と は 限らない
0キ renren.nuf 覧なる翳糶!習により s を 位相割間 と みなす )

この 節 で は S の n次で正則局所座標系 の

厄脈 定義 を 与える 、



記号 i

LC ( S i が ) に 1 1 0.U.at/S 上 の

n 次元局所座標系 )
が i = イ ( a, n , Un , 0 . . . . 0 ) E 1が川 uie R 4[で

線型部鎺𤎼みなか



言葉 の 準備

叶 " ' 2 'f
,
0 c が北 : 空でない 開深合 とする

。

全単射 写像 中 : 0 → 0 が 級微分同相恋 蟲学で
、鬱象 ど い o



正則 局所座標系 の 定義 が使いやすい

う

Def.lt?2_:(O.U.a)ELC(Si1が ) が 正無
件
と ヨ 0 年に形 で c Rmk

in 1がk

Open

ヨ 中 : 0 → 0 : 0級微分 同相

1 蹈たがい鱲。姑 = a on O



Ext Prop 1 1
.
1
.
1 の 設定 において

( Sue , U ,
a ) ELC (Sui が ) は 正則 in R

"

HiHi O = Ux が c 毗
open

= U × 1が 私 1が北| : :などを爕:悲:渦
7が

とおけ ばよい
.



EX 1 1
.
2

.4 : EX 8. 2 .
3 で与え た

-

( O.U.in ) ELC ( S
"

i が ) は 正則

HiHi K - 1〖 : i::名で!窟:::箱藩漿中 : 0 → 0
,
a ↳ ( a . . . . an.im、小薄 )

が. 0 → 0
,
un ( u . . . . . un.muが㶚)

と おけ ばよい



イメージの

iii.::金鬮
sio がで

、
!



次 の 2 つ の 定理 が とても 便利

Theorem 1 1 . 2 .5 i ( O.U.lu ) ELC (S ; が ) に 正則 は

t.ie/また SC D
。私がた ft 0( D ) とする

。

この とき fls E ( S ; CO . U , U ) )

Totally ( O.U.nu ) .CO/.V.u)eLC(Si1が )

[ この とき
が 共に 正則 かつ On O

'

もとな
座標変換 Teine (Ono' ) → で( Ono' )

は O 級写像



Thmlli2.5eaHiti@fboIc.C・ ( U )

0 CD の とき、

まず 附 ) e ( じ )
、

でも級P.無き家 で 0 心 器
、
爕、

打 。 が こ で (どけ けり E CTU )

が 言える
。



[𦥯 : On D 釦腱 に 注目 する
、

囮



Thmll.tnY
~ ~ で

U - 0 0 → じ
し U C u

I ~ ~ と
toe ) ← Ono

'
ーっ どなど )犯でいがき s.ioで き ただいが

1 1 1 1 1 1

M ( O ^ O
'

) 山 で
ene

-) で (0^0)で 「

Sino



tksectionll.si/で の 正則 部令 多様体
一一

設定 i nk Eた。

S c が北 : Open と は 限らない
0 キ

renren.nuf 覧なる翳臂見習により s を 位相割間 と みなす )



S について の 以下 の 条件 を 考える i

条件 AQ i ftp.S.TO.U.ae ) e LC ( S : 1が )
s t.LO.U.in ) は 正則 in がなかっ pe



な)遡
S が AQ を 満たす と する

.

|い たが作品で資金崱 ?品風
は S 上 の n 次元 0 - atlas

特に ( S
.
[Arg」 ) は n 次元 0級多様体

Nile : この よう な ( S.ltお ) を

L 颸の n次元 正則 部分𦐂体 と いう
。



Exll.33.ee

L グラフ 多様体 は 正則 部分 多様体



っ 1 1 .3
.と4 S が AQ を 満たす と する

。

[ S ・ D 私がた ft 0( D ) とする
.

この とき fls e 0 ( S . y ] )

Thm 1 0
.

3
. 1 , Thru 1 1

.
2

.

5It た

Sino



Section 1 1
. 4 : 正則 点 の 逆 像 として

得 られる 多様 体
-

設定 : n . K E た。

Dc が北 : 空 で ない 開集合
t : D → ダ : 0級な像



Def II. 4. 1

iTが が 4 の 臨界 値

滹
ヨ

pt Dst.lt?た品だ
が 全射 で ない



Def II . 4 .
2

TiB が 正則 値

料 f e 4 ( D ) がP q は 4 の 臨界 値 で ない

( ie.lt pe げいど ) も 0
.

は4社 M (咷畑) を 94 )
p
: T D → T 1で

の ラン 1が k Thmbi .2 が 全射
q )



Theorem 1 1
. 4 . 3 i

8 いが
ー

を 4 の 正則値 と する
、

Sq e でいい ) c Dc がとおく
、

*
0f嗝 は 条件 Rn を 満たす

、

特に CS
、 HY は n 次元 正則 部分多様体

in 1がk



Thmll.4.JP
E Sq を 任意 に とる

、

⑤ ヨ ( O.U.in ) t LC ( Sqi が )
[ st

、 正則 in 1がなかっ p E 0 .| i. e :劯 → な??餺正則側



特に (14)
p
EM Intk . k i R ) は rank k

も (d4 )
p

の 表現行列 ( Thunb . 3 . 2 )| 以下 で 州 の とき のみ
ーー

駙 (一般の 筒劇
rank 4)

p
の ランク は 2 な ので

(N)p の 21.2 4×11.24 小行列
で 2.34×11.24 小行列 の いずれ か

31.34×1 い て 小行列 は 正則
。



Case I : Up a 1 1
.
2 { × 1 1 .2 と 小行列 が 正則

この とき 陰関数定理 gy
の とき

、

-

(要確認 )| 品品跡が
、iT

: U → R : O級写像 は 、

1 (u.in
、
と し たが Kum) EU 4 = Rn S in 1が

( p の まわり で S を グラフ 表示 できる ! )



ここで

pe
0 :二 Sn RT.SN:0

→ U
,
(か

、
つに

、
つ(D 1→ してい た2 )

と おけ ば ( O.U.tt ) が 求める もの に なる
。幷: 瑟で.im?:ii!iii:i;iI( いたと新たな姿にはなた嚼



Case I : Up a に
、3 { × 1 1 .2 と 小行列 が 正則
nn

この とき 陰関数定理 gy
の とき

、

D 品私

一

唎がいたが
ヨ
4 : U → R : O級写像 は 、

1 (Wilhelm .
が 0 4 = as in が

( p の まわり で S を グラフ 表示 できる ! )



ここで

pe
0 :二 Sn RT.SN:0

→ U
,
( かい つに

、
ついつい し てい た )

nnnr

と おけ ば ( O.U.tt ) が 求める もの に なる
。簁: で品など橤蘂」熊襲がた!4 : G → G

、
いい

、
つに

、
九」 ) 1→ (

とおく と 正則 in R
"
で ある ことが祀る



Case I Up a でも "に し 小行列 が 正則
の とき

、[ Case I
.
な と 同様 . 図



E.-44 う が 颸 ぼが、 1 4 c が
"

に 1

K = 1
,
D .

. R
だ

と する
.

粃が一 載パパ級 )

と する と = Sq - txt D 1 4に ) = q l .

Claim f は 4 の 正則 値
一、



見た
_

i p E Sq を 任意 にとる
。

⑤ rank は4)が 1| ド!憑い!::::鶚側
は 「ジが 川 より 印に 、 Pm ) キ 1 0 i .0 )

特に は4 )p の ラン 1 = 1 回



Claim と Th 1 1
. 4 .
3 より

こ g c Rntl

は 条件 Bn を 満たす
。| 特に いた!鼇が.in が



Ex 9
.
3 .6 で 紹介 し た Eats A on S

"

について

A
。 CAY が 成り立つ 、痧憑けな0 級 多様体 ( 8.lt。 3 ) は

1が" の n 次元 正則 部分 多様体



特に S" c D c 1が"
Open

fe (D) と する とHe flee が出品が 4 )



1爨i



この とき

k = 1

D = P| i :た が憼たなか に劂

M = Sq - 1 兆 D 14に ) = 8 4 cが

C.だmfは 4 の 正建



Proof : p E Sq を 任意 にとる
。

歴が艶懟:::iいる が t だ ー が こし み ( R . Pz . 13 ) も 1 0 . 0 . 0 )

特に は4 )p の ラン 1 = 1 回



Claim と Th 1 1
. 4 .
3 より

M さ Sq CD

は 条件 @ を 満たす
。粒 間豔鬭挧が 蟵
蠟0


