
Section 2 : R 代数

意義 : 微分論
"

を 代数的 に捉える

ため の 言葉 の 準備

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化

Section 2 R 代数
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内容 ・ R代数 の 定義
o 関数 の なす R 代数

・ 線型作用素 の なす R 代数

• R 代数 の 各種 性質



section2.li/I2 代数 の定義 と 例

-17は 2 . 1 . 1 1 双
_

線型写像 )

K. に
、
W を 実ベクトル空 1間 と する 、

写像 F : V . xls → W が 双線型櫛した鱲憑なここの鬱型

もaek.VNW 、
b い Flats )が線型

-



叶 21.2 ( 112 代数 )
ーー

V を 実 ベクトル 空間 と する
.

V 上 の 二項演算 (積 と 呼ぶ )| を t.x.VN N '

" 峋

( V
.
. ) が R 代数

☆ が が 双線型

、

EX 2 . 1 . 3 R は 通常 の 積 について R代数
-



この 講義 で は 以下 の 形 の ベクトル 空間 が よく 現れる
.

S を 集合
、

W を 実 ベクトル 空間 と する
.

S から W へ の 写像 ( W値関数)全体 の集合 を

WS - 1 f : S → W 1 と 書く
.

Prop 2 .
1 .4 : WS は 以下 の 関数の和 、 関数の スカラー 倍 にみ

nrnem nnrerrnn
-

実 ベクトル 空間 と なる :

和 : 各 t.ge WS について ftg : S → W
,
a 1→ fは ) tg に)

pAWS
の 和 W の和屯信 洛t.ws、

畑 について 点だ??!"倉幣雁



関数の和 、 関数 の スカラー 倍 の 定義 について の 注意

「
何が出

、

で 何 が
"

出が
いい

か ?
」

を 意識する
。

入 中 出力

-5上 の W値関数 S の 元 W の 元

関数 の 和

で|2の ない値関数 |いとこの岨
_

閃数

一閃数のスカラー 倍 S 上のW値関数 と Rの元 タ S 上 の W値関数knnnnnn
これ 自体が 入や と 邸 を

持って いる



RemarksWS は
"

W の S 回 直積 "

と 呼ぶべき もの である

が ここ で は 深入り しない

してい煕窳戀櫽"しかし この 講義 で は

dim W
.
S の 有限性 は 仮定 し ない

。



R代数 の 重要例 その 1 :

EX2.ci ( 関数の なす 代数 )
S を 集合 と する

.

S 上 の 定数値関数 の なす ベクトル空間

RS : = イ f : S → RI
は 以下 の

い各点 ごと の 積 "

について R 代数 と なる
。

gで鰶滎恋誌がい で積ERS の 積
、



もう 一つ 重要 な 例 を 紹介 する
。

以下 は その 準備 i

Bp2_e.lt : V .
W を 実ベクトル 空間に と する

。

この とき 線型 写像 の 集合

L ( VW ) に 13 : V → W 1 3 は 線型 I[は KY (脇 2.4 の 意味 で 実ベクトル割間 とみなす )
W

の 線型 部分 空間



R 代数 の 重要例 で の 2 :

Exact. 7 ( 線型 作用素 の なす R 代数 )

V を 実 ベクトル 空間 と する
。

End ( V ) に L (V_V) とおく .

End ( V ) の 元 を V 上 の 線型 作用素 と 呼ぶ
、屯が ) は 子像の照貞代数 と なる

。

Sections



section2.si?R1が
_

数
、

円代数準 同型

に払い ( 部分 1 12 代数 )
ーー

( V
.

. ) を R 代数
.

W を V の 線型 部分空間
と する

。

W が ( V
.

. ) の 部分 R 代数[ Y ::
"

品で
、

閉でない
Prop 2 .

2
.
2 : 部令 1 12 代 数 は R 代数

一、



Ex 2
.

2
.
3 : S を 位相空間 と する

.

C ( s ) i = If : S → R 1 f は 連続 4
C RSTDRS ( Fi の 意味 で !!!聚癥

、

| 特に CIS ) は R 代数
、



Prop 2 .
2
.
4 :

( V
.

. ) を R 代数 と し 、

だが籗した照が漐𪘂で



EXZ.ie S を 位相 空間 と する
。

各 fc.RS について

Suppf i = taeso
- S における

ハッ州 啊 は 龕か な懇
で の 部令 R 代数

特に G(S ) - US ) の 1 fe が 1 yf は Compact)
は RS の ( また CIS ) の ) 部分 R代数



叶 2
.
2

. 6 ( や代数 準 同型 )
ーー

(V_v) 、

( W
.
・
w
) を それぞれ R代数 と する 、

線型写像 Y : V → W が R代数準同型粒が 巑::戀!:



EX .
2

.

2
. 7 : S i 集合 .pe S と する

。

evp.RS → R.fm 抑 )恋麤同型

銘



EX 2 .
2 . 8 S . . S を それぞれ位相空間

-

4 : S . → Sz を 連続子像 と する
。

黶癤銀などが 坿 . .

Sections



section2.rs:112 代数 の 各種 性質
一一

( V
.

. ) i R代数 と する
。

Def 2 . 3 . 1
- def

@ ( V
.

. ) が 結合的 や a 、 ( b . c ) こと b ) - e

( ta 、b.ee V )

@ LV . ・ ) が 単位的 t 単位元 が存在
www.[ となった た災が )

• ( V
.
. ) が 可換 料 a.b.ba はa.be V )



Bop 2 . 3 .2 : 結合 性 、 可換性 は 部分 R代数 に遺伝 する
。

-

[ 単位的 で ある という 性質 "

は遺伝賀品、

EX2.ee?.3:S を 位相空間 とする

.RSは 結合的 、 可換 、

単位的
U H d

CCS) は 結合 的 、
可換

、
単位的

s ) は 絹的
、

嶽
G (S) が 単位的 S が Compact



Exactly"餡尊ぶ籤:;?代数 ) は

また 可換 の dim V と 1
.



Fire : CV
.

・ ) を 結合的 R代数 と する

.VE
の 二 項演算 [

i ] ( bracket 積 ) を

[ a .
b ] : = a.b.ba ( a.be V )

と 定める 。

この とき ( V , E . J ) は R 代数
.した!𧃴ミ籤でない鸞!!幽


