
Section 5 : ベクトル 場

意義 i
"

C級関数 の なす R代数 の 言葉 で

ベクトル 場 を 定義 する
、

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化

Section 2 R 代数
3 級関数[ 綛嚶懾 ・
6 写像 の 微分



内容

。 O級 ベクトル 場 の 定義
。 ベクトル 場 と 接 ベクトル

の ベクトル 場 の bracket 積

の 偏微分方程式 ( 見学 )
の ベクトル 場 の 座標 表示 試験範囲外の



sedion5.li.CH/

この 節 では ベクトル 場 を 代数的 に定義する
.

_

設定 : ne た。 ( n 2 1 を 想定 し て お )

L ve P : 空 で ない 開集合
記号 :

TM : U 上 で級関数 の なす R 代数

End 101い) に L ( CTU) 、 au)[ an 上 憥聻烈韜寵品で鬱



Remark " 入 が どれ か に 注意

入力 出力

( U ) の 元 U の元 R の元

End ( CTU ) ) の 元 (U ) のを Glu ) の 元

t F
入力 U

、 出力 R 入力 U 、 出力 R
の元 の元 の元 の元



遡
X E End ( CTU ) ) が U 上 の 10級 ) ベクトル場

宵 X は 以下 の 条件 を 満たす The
'以降

、
省略する觘 (場 のが一

°

熄
ー にだけ の 用語

かな ) = N ) gt t.ly )
t PTFt.ge 01い )CTU) の 積

Remark : 慣習 的 に がけ )
"

の 括弧 は
一

人( 混乱のない 限り
"

省略する
。



ベクトル 場 の 重要例

Prop5 ,
1
.
2 i 各 i = l.in について

[
例螉 前「ピル ) → aol.fm 義

は U 上 の ベクトル 場
、

( け . Prop 3
.

3
.

5 )



記号 の 準備
Def 5 . 1 . 3 :

in

IN) - 1 XE End ( ピル川 恕無錫 1

Prop
LMU) は End (01い ) の 線型部分 空間



ベクトル 場 の

"

関数倍
"

防5.tn: 各 X EMU) 、
he 0( U ) に つい て

h X : CTU) → aol.fm h )[は U 上 の ベクトル 場
d) の 積

すぐ後 で 証明 を 紹介 する
.

Remark : Xh E CTU )
、
h X e が ( U )

TL En 順番 に 注憲



少し 準備 する
.

↳幽
各 h E CTU ) に つい て

Lh : 010 ) → 010 ) .fm hf とおく
.

h は 線型写像し
た!がe の 積 は 双線型 )



R.fr/Rop.5.l.5:
-

× t AN )
、
h E CTU) を 任意に とる

.

⑤ N は 線型初?に は 場 の

「

ライプニッツ則 を 満たす

定義 から h X = Lao X : CTU ) → 010 )

X と La は それぞれ 線型 ( by Lemma 5. 1.6 )
な ので hX = Lao X も 線型

.

① は OK
。



つづき02〇 について

⑤ tf.gr 0 (U )
[ くんか ( fg ) = (しんけ ) J + f . 1(HY )

f.ge 010 ) を 任意 に は
、Y んが啌 袋と!㵤、燗した鱟鶵

= (h.D.si t.ly ) に 劉晶晶掛
ニ (しんけ ) 、gt t.la/)g ) に 定義 )

一、 岡



Cor 5 .
1
. 7 " h . i , hn E ( U ) に つい て

い

_

n

Ehi 前 : 0(U) → aol.fi?Ehi ・ 義

[で は U 上 の ベクトル 場

実 は すべて の ベクトル 場 は この 形 で書ける
、



ベクトル 空間として の 直 和Theorem

5.l.io/pn( h
、

一

、 h ) い Ehi 前
に 1

は 線型 同型 な像



Theorem 5 .
1
,
8 :

ベクトル 空間として の 直 和
一、。

また CTU ) の -.-の au) → ポ(U )
-

n .. UUPChi . h ) の 想高

は 線型 同型 写像

G 5 .
1
.
9 i が10 ) は ベクトル空間 と し て 無限次元

一、

Section 5.5 で Thm 5 . 1 .
8 の 証明 を 紹介 する

、



で

1関数倍
"

は 以下 の よう な 代数的 に よい 性質 を持つ

上が、
1
.
1 0 : MU ) は 単位的 CMU ) 加群

、

すなわち 以下 が 成り立つ :

(1) 写像
au) × AN ) → がしり

( h
.
X ) H hxf)滎た贒、袋にはないで品で禴

や) 名 が 兠父波 で、 .

. u →いい- )



section5.tn? ベクトル 場 と 接ベクトル

っこ
の 節で は

「

ベクトル 場 は 各点 に 接ベクトル が定まったもの 」
ywvuun

方向微分
という 幾何 的 な イメージ を 紹介 する

.

に就いた。

L Uc が 、 空 で ない 開集合

記号 : が(U ) : U 上 の ベクトル場 の なす
TL ベクトル 空間



Def
.

5
.

2
. 1 : pe U と する 。

- P を 代入
各 X t が( U ) について

[ が CTU ) → R.fm巡)間
とお く E (U )

四、呬 : Xpe Tpv ばッ なき )
Prop 5 .

2
.
3 i が ( U ) → TN . X い Xp
TL は 線型写像



Prop 5 .
2
.4 : X 、

YE 発 ( U ) について 以下 の
一

二条件 は 同値

が X = Y in MU )
.

.

!!::::
知
::::籤

Til : U → TN ) = tt.TN:0級切断
P 1→ XP と 思っ て もよい 。



E. 5
.
2

.
5 :

一一

前
、
高 E が( P ) は

それぞれ 以下 の イメージ

g
かた かつに 言い

あい → → → →
t t t T i

→ → → → i t t t T|※※無→ → → →
ppt t t

→ → → →

→ → → → t.pt i の

各点 から ベクトルh が 生え て いる 各点 から ベクトル たが生え て いる
。



気 6

X = 一婦いつは、
e が(別

は 以下 の イメージ孅::::::::
"

𦿸



追加 スライドの 考え方 :

X = 一の 前 t N 、 前
2

について

P = ( R . Pz) と する と きた ) (P T (P )

Xp = - R (前)pt R (前 )、
これ は C - R . p ) 方向微分

に ( け、 呦
~

4 . 1 .6 8 4.3 .3 )
各点 p = (FR) から ベクトル C -P . p ) が 生え て いる と みなす

。



Section5.IM/- ル 場 の がいい

設定 : n Eた。

EL U c 1が 、 空で ない 開集合

まず 以下 に 注意

Prop 5. 3 . 1 : n 2 1 と する 。

がしい ば 写像 の 合成 で 閉じない
。楚がぽい "した鬱川



以下 で は HTV ) に

Lie 代数 と 呼ばれる 構造 を定める .

言葉の準備
( 7代数の 一種 )

lzf.5.3.cz : (V
.
1
.
J ) を R 代数 とする

。

IV. し
、 J ) が Lie 代数

忔 嵆だ!品 = いいいい
( Jacobi 律 )



Prop 5 .

3
.

3 : End ( 010 1 ) 上 の 二 項演算 C
. J を

はい こ go.g-g.oy.ly 、the EndCoD擴た。iiii:鱭岔:愛
( cf Ex 23.5 )

Prop 5 . 3 .4 i Lie 代数 の 部分 R 代数 は Lie 代数
-



Prop 5 .
3
.
5 : ATO ) は (End ( CTU ) ) 、

1
. J ) の

部分 R 代数
-

[ 特に (EN) は 、
J ) は t.ie 代数

Hint : 示○ [ X ,YJ : au) → au) は
線型

L ② 場 の ライプニッツ 則 を 満たす
。

Edie Propが 1 に 注意

特に X .
Y e が ( U ) に つい て

XY 、 YX は HTV ) の 元 で ない かも( 袋で影.it がい



が ・

bracket 積 の イメージ で これの 極限が

いいTintin PT (かは
X による How と

Y に は How a
'メ
^

が、

非可換性 "

を 表す
.

~7P '

p Xp



Ex 5 . 3
.
6

n

* た が 言い
、

と一望 前 ( ?;然さで )
とする 、|シ" がい た 1 科 を歌 。識 ) 前 となる

、

| 特に (京郡 = 0 に は )
①

- ( 詞.

f = 請け はピルリ )
section5.JO



section5.LI:1間微分方程式 ( 見学 )
いい
偏微分方程式 ( PDE )

"

の 例 を

ベクトル 場 の 言葉 で 紹介 する 、

intention

設定 i ne た。

U c が 、 空 で ない 開集合



E. 5.41
-_- n = 2

,
U = R ' ヽ Iwo"

X = 一人前 + H 、 前 E が( U ) とお く
、

X の イメージ
PDE : Xf こと 、 階 線型 ) く-t
解空間 : y ← 、tiii.ii.i@t.mn1 fe 0( U ) | \_-)
で10 ) の ヨ keaio.es ) 、

fa.az) = k (Jxit ) |
線型部分 ( T.ME が )
襉



EX.5.4.cl n = 2
,
U = R ' ヽ Iwo"

X = 一人前 + H 、 前 E が( U ) とお く
、

X の イメージ
PDE i Xf け し 、 階線型 ) tt
解空間 : y ← 、机が 、mina ! ○電○な 、

Yes
"

大成解 "

は iidi心の
"

形で影響 し て いる )
(局所 解 は

"
生き て い が



Exists ( 一般の 設定 )

X. Ye が 1 0 ) と する
、

PDE :

"

XYf = 0
"

( 2階 線型 )

が爪 、襉 け 「ぽ" "贄.int?a.
の 解 があるかKer XY

nnnn 具体的 に 調べない と

CTU) の 線型部分空間 に やらない
.

という こと は 分かる
、



Ex 5
.
4

.

4 ( 一般の 設定 )
-

X. Ye が 1 0 ) と する
、

PDE :

"

XYf = 1 ( 2階 非線型 )忄瓚ら が着想剗た鬖籬怜酬
TD 解空間 は CTO ) 内 の アファイン平面

"

Sections



Section5.5.Theorem5.l.fi

Theories 試験範囲外の
I : CTU ) の -.-の au) → ポ(U )
-

m. U
UP ch.in い た縁

は 線型 同型 写像

Well - defined で ある こと は G 5
.

1
. 6 から従う

。

線型性 、 単射性 、
全射性 を それぞれ 示せ ば よい

、



っ5.5.it:2 は 線型 に 証明 略 )

Prop 5 .

5
.
2 : I は 単射
.ee

たけ :

_

Prop 5.5.li) と は 線型 なので、

以下 を 示せ ば T令

示○ 日 (h.i.hn ) E 0(U) の -.-の CTO )| | くいん ) = a . .雋だ縁に o
,

n

(hi 、 hn ) E CTU ) の 一 の CTO ) with Ehi前 = 0
に 1

を 任意 に と J
.



つづき0
⑦

、
Chi , h ) = (0. . . . 0 )

j こ し 、

一 ・ .ME 任意 に と 2
.

Yi →がで は

、とし礐思い
が 訑

'

i U → R.am に し たj )

(iii)
n

これより o = (Yhi 前 ) しない 熱 談 = hj
nnn

囮
一、

い

o



Prop 5 .
5 .
3 : K は 全射
-

たけ
ー

! XE が( U ) を 任意 に とる
。

示○ ヨ ( h
.

. .

.
h ) t 0(U )あーあ (U )

L st . X = 熱意介が、
かじら の か で は U て鸝、 1 )
hi に X が E ( U ) と お く

、

n

⑦ X = Ehi 前
L i = 1



○が高っ 5.22 より 以下 を 示して た
@VpeU.Xp こ (たけ意 )p
pe U と 任意 に とる 。(きの!憑!鷲が 防がい

= 言いが鳴か
n

一、 科 hi叭訓っこ ( 烈訓p 囮

section5.T.ES


