
Section 6 : 写像 の 微分

意義 i
"

C級関数 の なす R代数 の 言葉 で

0級の像 と その 全微分 を定義する
、

Part I : 多 変数 の微分論 の 代数化
-

Section 2 R 代数
3 級関数I までは鱲

、

6 写像 の 微分 が
7 合成子像 の 微分



内容
・ C 級 子 像 の 定義
・ 子像 の 全微分

・ 全微分 の 行列表示 ( Jacobi 行列 )
・ 全微分 の 解析的意味膩験範囲外の



sectionb.lic.nl
この 節 で は 0級子像 の代数的定義 を 述べる

。

言咲 : n.me た。

U. c が 、
uc 1がT. 空 で ない 間集合

言乙ら 各 i = 1
.
2 に ついて

たが い潑燓た鑾



連続写像 が 、
1が

4 : U ,
→ y について 考える 。

_

記号 : 4* : au) → au )
は f い た としたが状.mn は代数準 同等

、
Ex 2.281



0 級写像 の 定義
Deft.l.la 抽象論 に 使い やすい定義
連続 写像 と U.su が 0級写像

| い ど ( 0 ( Un ) c CTU )
\ clef

Depths : 4 i U 、
→ Ua が 0級 と する

.

この とき は CTU) →CTUD.fm fol[
は R代数準同型



0級子像 の 同値 な 言い換え
てい6.l.es : 写像 4 : U.su について 以下 は 同値

い) 4 は Def 6
.
1
. 1 の 意味 で 級

④ 「 4 は 連続 かつ

P で e .

. u →こだね どいい 、 an)

の 1→ 1 4、 いい 、
一 一

、
とがい )

| と 書い た とき 4. . . . . 4ns.ECNU )

計算 で確認 しやすい条件
が後で 証明 を 紹介 する

、



EX.t.sn 、
= n = 2

U,
i = 1 ( っい た ) E RY た が < 1

,
x . 7 0 1
CR

2

Uz に 1 ( Yi
,
42 ) E RY ださだ く 1

,
Ya > 0 4
C 1 12

2躯で、
→ u

.
いい いい剤 が)- )

は well - defined で O級 ( d . Prop 6 . 1 . 3 )
この 写像 は 後々 で 球面 の 多様体構造 の 構成

に 用いる _



Prop 6 .
1
.
3 の 証明 の 準備 の

Lemma6.l.ee5

Yj : U2 → R . Y で Yj と おく と[ f = 4 * ( Yj ) as U .
→ R

( 実は Yj の 定義 そのもの )



Prop 6 .
1
.
3 の 証明 の 孿 翊空間論 の 復習-

Prop 6 . 1 . 6 : X を 位相空間 、 人知 を 位相 空間 の 族
TT

と する
。

恋道 を I Yxlxen の 直積 集合 に

積位相 を 定め た もの と する
、

この とき 写像 と i X → 恋Yx について 以下 は 同値
つ( 1→ ( 9 (か)が 1[ 𡵅 た恣たてで鬱が連続



Prop 6 .
1
.
3 の 証明 の 準備

記号
一以下 U 、 CR

" における

偏 微分 は 前
、

一

、 前 の 記号 を 用い
、[ 高剣で落が?讞 記弘がい



③ つづき

呦 6
.
1
. 7 1連銷.it) 。

解析 の 復習の
写像 Y : U

,
→ いく 中"

について
u o

て い 14,1川 、

一 一

、 h(al )
といい 、 4m EC

'

(U ) と する 、

この とき 任意 の f EC ' ( U2 ) につい て YYY ) EC' ( U ) かつ忠簿"が謎・鄭灔い

nnnn

Cm の

M nnnrnn

CCU .) の

au ,
CCU )



Prop 6 .
1
.
3 の 証明 の 概要

|
: が飋バ'鯫ー

?が . . .. .

f = 4 * ( Yj ) と なる ( 一 : Lemma 6
.
1
.

5 )

Yj E 0102 ) な ので Yj こ ど ( Yj ) と CTU )
i)



○が
(ii) ⇒ ( i ) : I ) を 仮定 し て い ) を 示す

。

Prop 6 . 1 . 6 より 4 は 連続 し 確認 せよ )
.P . ?悊

、

答)や熊篇で舷で

祁連銷律 ( Prop 6 . 1 . 7 ) を 用いる 。

nnnn

- 囮

Sectionb.IS



sectionb.tn:0級写像 の 全微分
ーー

この 節 で は O級子像 の 全微分

設定
_

" が名 E た。

「 代数的 に定義 する
.

0 t U 、 私が 、
0 も Ua 私 が

2

| e .

. u. → u. .

. 0級

p e U 、

塾生 T.li?U.ap における 接 空間で

[ TipU : Ua の 4 (p) における 接 空間で



tiは 01から4年) は R代数準同型
L ( cf Prop 6 . 1 . 2 )

ob.2.LI 、 各J と Tp U 、
について

L Jo で E T.pk
Hint : ge

事がi :邈がなに は 線型

② Jo で は 4 4つ ) における ライプニッツ則 を 満たす
、



全微分 の 定義
叶 6.2 、2ns

写像 (d4 )p : TU 、
→ T.it

jng.catf Y の p における 全微
_

令 と よぶ

Propter ( または 単に
"

微分
" )

(44)
p
: IU 、

→ たが 、 J いでど[ は 線型 写像
全微分 は 線型 写像
-



い 全微令
"

の イメージ

Tp U
でのか に

u. i.us
U 、
→ Uz
を 線型近似

T.li
「
Tit

(解析的 意味付け を Section 6.4 で
、

幾何 学 的 な 意味 付け を Section 7.3 で 述べる )



Exbi.4_ninil.li = Vz = R
.

4 : R → R , 2( 1→ N

Q : 各 pe R に つい て

(N)が ttp ) = 国崎は、H"簽で醮!たい!::燋"※( レポート や 試験では どちら で書いて も OK と する

スライド
先行 公開 時 と 記号 の 使い方 変える し た
-_-



ft 0( 112 ) を 任意 に とる 。

(44)がしたがけ ) = 1( ftp. どうけ )
= (h し た と )

6
連銷律

=ばが鼬| =惣熾鬭
d dこれより 04化がp
) = 4 'が ( ayい



(94)
p
: Tp R → を岬 、

9 (剬い とりで 9 (靴 (p 」

(親
水 y

t.黷::嚀iiiiiiい

接線 の傾き
"

と 思っ て る と 理解 が 難しい
、

全微分 の 計算 法 の 一般論 は Section 6.3 で 述べる
。

sectionb.IS



sectionb.si/も微分 の 行列 表示
ーー

この 節 で は

O 級子像 の 全微分 の 例表示 を 行う
。

( 線型写像 )
設定 t.n.me た。

-

0 も Ui 私 Rl ( に 1 . 2 )[ 4 : u.su:0 級写像
p e U 、

記5
-

i (d 4 )p
: Tp U 、

→ Typ, b が など

L 4 の p における 全微分



記号
一以下 U 、 CR

" における

偏 微分 は 前
、

一

、 前 の 記号 を 用い
、[ 高剣で落が?讞 記弘がい



Cor 4 . 3 .6 t )

値は 、

一 ・

、 (訓か は Tp U 、
の 基底

。

侍袽、

一

、 1訓州 は T.lk の 基底
、

目標 、 @yiTpU.t T.pk を

準
㘅塚

値)が、家が 、
1 点袽 、 i (訓il

について 行列 を
_

し
_

示す J
.



4 : U ,
→ yc

が2

つ( 1→ ( 4 、 いい 、

一一

、 h にい )
と 書く

Recall : Prop 6 . 1 . 2 で Yi E 0( U )
Eti = 1 . . . .n )

N.6.3in
e M ( mini R )

[ は4 )は儛川にいたが いい

と 4 の p における Jacobi 行列 と よぶ



Theater : Jacobi 行列 y は

44が Tp U 、
→ T.mu (線型写像)

の 表現行列
-_-

with aspect to
3 (部門が、n .

and I (剥いがいいf.淼。
戀が銭で

、
恩がごと

に 1

1釥 務 億 )



図式
(N)

p

たU -) T.it

値が、
気が Q 腑袽は烑州
が
"
ーっ が



Exb.j.e.tn?.na=3.U,:MUz=R3e3d.Y:R2→ 叩
、
( っい た ) ↳ ( ws つい 、

sin が
、
がた )

らいい といいいいがい)
は O級写像 ( et Prop .

6
. 1. 3 ) 。f.してな絹がii例 は

蠟!::齧)だ? 穌



a.GE R をfix.TL
m 6

.
3
.

2 より

傾か
a.齁 ) =

T ・ ( sin p.j.gg、

a.いが まかい| 蒜 隼瑩
( い ない順に は;

、
𠠇 )



Thm 6.3
、
2 の 証明 の 準備

hemmab.ee?4(Cor4.5.7 の 一部 )

任意 の J E T.ph について

n1
ただ、懐哲が巒

PHoflemma6.3.ie
G 4 . 3 . 6 より J = 勘馬炻」

(が R ) と 一意 に 書ける
、[ 1良知 ( Yi ) = 0ど に 注意 する と J ( Yi ) = bi 囮



P~oft_6.si jl.im を 任意 に とる
、

⑤ (噭詡 ) = ぎ丸が虓袽
nnnn的。 いい 以下 を 示せ ば
憑坰

⑤がいたとの信州が ) = 舞 の
i = 1

,
一 ・ .tk を 任意 に と J

.



⑤ e偽成州 = 酆」

左辺 = (ぼぷ ど ) ( Yi )

て篰:爕ui
= Ni

= 右辺 囮すが )

Sections



Section 6
.
4 : 全微令 の 解析 的意味付け
ーー

試験範囲外の
子像 の 全微令 について

、 解析的 な意味 を 紹介 する
。

設定 t.n.me た。

0 も Ui 私 Rl ( に 1 . 2 )T.fi たが 糊像



記5
-

i (d 4 )p
: Tp U 、

→T.ph J いる 。 で

4 の p における 全微分i]4 )が (新門にいいばいだ
4 の際 䯒列

-

Recall : 154 )p は 自然 な 基底達 について の

tldftp.ipli-TU の 表現行列



Jacobi 行列 の 解析的 特徴付け
Theorem 6 . 4 .

1 : 11 - 11 1 を 1が 上 の ノルム
、

- 11 ・ り を 1が 上 の ノルム と する (定義後述 )

mxn 、 行列 A について の 以下 の 条件 を 考える 。

11 4(ptv) - 4(p) - Au 11 2条件 dim- = oP で欽州 州 罹ベクトル と みなし て いる
、

鍵で は 4 )p は 条件 を 満たす 唯一 の nini行列
である

_

Remark : 条件か は ノルム 11'111.11.lk の とり方 に よら ない
、

-

、

ここ で は Thm 6
.4 . 1 の 証明 の 詳細 は 述べ ない が

、

Remark の 説明 のみ 述べ て おく
、



u. u
U)がげた○ や 希に谿の

気持ち : 4 (per ) も 4(p) t 4 )が
F

11 で 11 . が十分 小さい とき
、 誤差 が 11 で lh に 比べて

非常 に 小さい



ノルム に PY する 準備 i

以下 しばらく
、

V を 実 ベクトル 空間 と する
。

叶
.

6
.
4

.
2 : 子 像 11.11 : V → R」 。 .vn 11011
-

が V 上 の ノルム で ある と は
、

| 以下 の 三条件 を 満たす こと i

。
絶対値

条件 (i ) も ひと じ が R
.

1 1が 11 = N ' ll で 11

条件 が 「ひ
、
WEV.tl で t w 4 E 11 ひり t ll WII 、

一
条に1 (州 ) と ひ e V ・ 3 0 4

,
11 で 11 7 0 .



18 1つ.tk/.Je: 11.11 を V 上 の ノルム と する 。

この とき dyy : V × V → Rio

| (ひ、 いい ww "

は V 上 の 距離 関数 を 定め

t.Rf.6.4.4_ill.tl
を V 上 の ノルム と する

、

距離 関数 d.in 定める V 上 の 位相 を[ G . y
と 書く こと に する

、



Def . 6 . 4 .

5 :

11.111,1-1.11 、
と それぞれ V 上 の ノルム と する 、

11 炻 と 11'112 が 同値 である

⑦
蚪

ヨ
c , c
'
e DocHull 11 V 111 と C

'

ll V 11
2

[ st
.

"で
、 箱 上 の 同値関係

を定め

t.pro#V
上 の ノルム H.lk と 11.112 が 同値[ を 0灬 = 0 のいい



Theorem 6
. 4 . 7 : V を 有限 は元実 ベクトル 割間 とする 、

( こ の と さ
_

任意 の 2 つ ルサム は 同値
。

( 証明 は そこ まで 難しく ない )
Cor 6

. 4 .
8 : 有限 次元実ベクトル 空間' において 、

Ei' t.ch の 誘導 する 位相 "
は 一恋

.

( この 位相 で標準 的 な 位相
"

と よぶこと が 多い )

Remark ! 無限 次元 ベクトル 空 が間 に は

般 に は ノルム の 定める 位相 は
-

[ 無数 に ある
、



Thm 6
. 4

.
1 の 後の Remark は 次 の 命題 と Thm 64.7 で 説明 されt.Rpb.ee: V

.
W を 実 ベクトル 割間 と する

.

11 . III
,

11 . N を V 上 の 同値 な ノルム
、

II. 性
、

11 . M を W 上 の 同値 な ノルム とする
、

また D を Ov の 開近傍 im V と し
、

vu

V のゼロ元

4 : D → W を 写像 と する 。

でした
。 唄に橤した

。き) 想いで一 (証明は 難しく ない)



T.m6.tn/ の 証明 の 中心的 アイデア
ーー

Thm 6 . 4 . 7 . Prop 6 . 4 .
9 より

1が
、
颸 の ノルム と し て

yp
Hull : こ だが、

n.ly、 1 1 ve が )Pr www.iiiwilcwc.am )

を 採用 し て よい
.

ペルム sina.49.to


