
Section 9 : 座標 変換 e 0 - atbs

意義 i 局所座標系 の 間が変換
"

を 定義 する 、

まだ 整合性 のある 地図帳
"

と し て Eats を定義する 、

Part I : 可 微分 多様体 の 定義 、 各種 構成
-

Section 8 : 局所座標系
9| 。儼𤎼:灥:
1 1 : 多様 体 の 例
1 2 : C 級関数 の 構成



新しい視点
なので

多様体論 の 難所 : 接空間 ] 難しい

② 級写像 と その 微分
( もうやった )

地図 同士 の

や 座標変換
整合性 ] ややこしい だけ④ 極大 cdas

、訓練ある のみ )や
" 完全版

"

地図帳



内容 ・ 座標変換の定義

の 座標変換 の 0性

adidas と O 級関数
nnnrne

地図帳



sina.li?螵変換 の定義-_-
この 節 で は 座標変換 の 定義 を 述べる

、

設定 : M : 空 で ない 位相空間で
n E 区とo

( O.U.lu ) 、
1 0

. V . U ) e LCM; 1が )
with On O

'
t 0

記号

T
座標系全体の集合

Izz

LLC ( MiR
") : Man 次元局所



u ( On O' ) 私 U c が
Open

で ( On O' ) 私 V 私 が に 注意
、

Def.9.t.ly: "

2枚の 地図 を 見比べる !

Tune : a ( On O
' ) → で(O.O)

u m 川がい )(いがた蕊忠巌贔!?り



で亹の 關"
が で

0で
心 が

i.廰※禰w) 出ぶせば
、心 )



Ex 9 . 1 .2 : n = 2 5 = いいが 1 で作り いが
ーー

'

i-1

0 : = txt 5 1 x , sof
U : = 1 ur が l たが く II ~ウ ( 0

, U , U ) は45 ; P)
U : O → U.am いた ) ( け .

E×8
.
2 . 3 )

( 心 : U → O.umlu.in
、水 で )秇 : 恷」節篤品 、 www.例

V : O
'
→ V , 1 1→ (か 、

13 )

( じ : V → 0.vn ( u
. 1 1T.nl )



al Ono
'
) パー On O

' E> 0( On O
' )

11 11 11

1 ut U 1 m >01 す が81が 0
. N >0 4 代Nlw。 1

P.たで u.im:遼
(川 にひな )

T.eu(だい) c '-1011
(U . 1 1 -がさ )
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よく 使う 命題、 を いつく か 述べて おく .

e 自分自身

Prop 9 , 1 .3 : 1 0
,
0
,
a ) から CO. 0, U ) へ の 座標変換

-

し T.am : NCO ) → in CO ) は 恒等写像
1 4型
( 0.U.lu ) から ( Oi V, U ) へ の座標変換

T.mu : u ( On O' ) -) で( Ono
' 丿
,
UH 0(だい )Hiii!だがどだ。憓「戀心川

は 互いに 逆写像



Rp 9. 1
.
5 : ( Oi

、
Ui 、

Uli ) ELC (Miが ) (に 1
.
2
.
3 )

と 、 、

TT

0 , nano, キ 0 とする
.

この とき

4( 0 . nano ) から y (go.no ) への 子像 と し てた悲劇::i.itoi
Sections



section9.tn?、 座標変換 の 0性

一言大足 : M : 空 で ない 位相空間で
iT

n e た。l ( O.U.lu ) 、
1 0

. V . U ) e LCM; 1が )
with On O

'
t 0

記号 Tw ! ( O.U.lu ) から 1 0. V. v ) へ の 座標変換
_

L Tea : 心
、
V
. 0) から ( 0.U.lu ) へ の 座標変換



Q : 座標変換
-

-

Topen u
が

T.ua : a ( On O
' 丿 → 0( on oT| びば無い。。誌

は 共に O 級写像 か ?

A : No
.

1

T



な、9竪穴品川
だ が いたが 来て

○ i MP で で は" 鼐
""""側

(W : U → 0 , un ( u 、 邛 )10
に M

V : = R -D ( 0
,

'

V
,
U ) ELC(MiR )

U : O
'
→V.am た ( 同相 )

( が、 V → 0, un ( びらい )



この とき

On O
'
= M.lu (Ono

'

) = R . ひ (Ono
' ) = R

か)

T.ua : R → R.us で (がいに N

T.ua : R → R.vn 川で(ひ)に でレ、 毗憼::?歘、不測



講義全体 を通じた キー ポイント :

座標変換 が ピ級子の
_

家 だと うれしい !!

Deadline
( On O

'

, a ( On O
' )

、 Mono : On O
'

→ a (Ono
'

丿 )
が

E t.CMMし心がいない

;;;;!!!!側



座標変換 が ピ級子像 だと うれしい 理由
z

To𦥯
Te : N (On O

'

) -) で(on O ' 丿
座標変換

Tia : non 0 )→Woo )
が 共に 級写像

である とする
、

この とき ft CM) について 以下 は 同値P 茶 fe 01 Mi ( On Eatonが 、 川。川

(i) f e 0 ( M ; (0^0.010^0)で仙"
own 。り

い f の で 性 の定義
"

が Ono
'
上 で 一致



証明 の 準備
Lemma 9 . 2 .

3
。 引き戻し

Tt
。げ 雄 は烑が )| to (昿が 雄 ( ない。げ )

や R

tfj
無臨 雄 路



Rof of Them 9 . 2 .

2 i ( i ) ⇒ (II ) に つい て
.

II) を 仮定 する .li ) を 示そ う
、

@foU1o.oi Cuomo)犖::::楽でii⑤ T.ua



← 設定
ここで Tm は ピ級子像 が

ii) より t.U.ie 0(alOno 」 )
.

従っ て ii ( たい。が ) e 01010どりI.ががら!??も筋 i
、 囮



EX9.2.net、 Ex 9.12 の 設定 で考えt.nu
(Ono

' S A On O
' や Non 0 3

11 1 1 11

秒:黜らが 1
"爨資品? ただ𤎼劄

性標変換
Tar : U(On O' ) → で1 0で )

、
U 1→ 1 m

、 小がさ )

T.ua 、 Mono ' ) → N 1 00)
、

r↳ (がいた2 )
は どちら も 級

( cf Ex 3 . 2 . 4 . Prop 6. 1. 3 : 定義域に注意 )



特に Thm 9.22 より
任意 の ft 48 ) に つい て

f E 0 15; 10 nd、
a (Ono' ヽ、 Mono ) )

を t E 0( 8:10で
、
川0が

、
「Ion)| ないが 、𨥫」品言質.gg翻㗅が

② 地図 で で考える

実 の 同値 で ある
、

-



伏の

t.i.it忄き0無い
。に終の



section9.30.at/ase0級関数
ーン

の 節 で は Gatas 1地図帳 ) と
、

その 上 の 級関数 を定義 する
、

設定 : M : 空 で ない 位相空間で
TL n e た。

記号 : t.CM:1が ) に M の n 次元局所座標系
EL 全体 の 集合



嬰 c LCM ;が ) が M のCI
-良f

地図帳 <→ の U

ます。
Gia,G

= M粐か?が
、靍龕
いいだ」で濊

_p
など で ( On O' 丿 → NO not )

地図 同士 の
U H 01がい )

整合性がとれてい J は 0級写像

( すぐ 後 で 例 を 紹介 する )



Gatas 上 の 級 1関数 を 以下 で定義

N.9.3--2 : A を M の 0.ch と する
、

fe CM ) が A。 上 級

𡶷 も
1 0

, U 、 U ) E Ao 、 f E (M 」 (O.U.at )[た 0( Mito ) に うたい け は A。 上 と鮗
( ie.CMAo ) が嘰(M : 1 00

.
が )



問数 f の 連続性 について の Remark

Prop 9 .
3
.

3 : f : M → R ( i.e.fi RM ) に つい て
一、 nnn

以下 は 同値 連続性 を 仮定 し ない

(i) fe 0(Mito )
.[晶 www.uneto.fouie CTU ) 、

非自明 な の ばい ) ⇒ f は連続
"



H.int i 次の 位相部消論 の 命題 を 用いる
。

一、

Lemma 93.4
TXYT を 位相 空間 と し 、

1 Udm を X の 開被覆 と する
、

また f : X → Y を 写像 とする
。d.た鱲いて懟蠟:



次の 命題 は 重要

Bop 9 . 3 . 5 ! Ao を M の Gatas と する
。

せ、を ffff) は CCM ) の 部分 R代数

揮い Prop 8
.

3
.
3
. Prop で2.4

これ を 定義 し たかっ た !

(次 の Section で もう少し 細かい 話 を する )



Ex 9
.

3
.

6 : ME Za と し
ーー

nt 1

S " に 1 xe が 1 [が い l c が
'

i = 1 と する
。

各 k = 1
,
. . .

.
nil について

○を いこ う が 81 弘 > 0 {| 韱げー𤄃煕らしいいい.im 、

1世が 、 Ui → で、 UH (Un - 一

、 Un , 1 1𤭖、
Uk 、

一 一

、
Un ) )

と おく と 1 0で.li
.
Ni ) ELC (S?が )



また 各 kil.int l について
Oi に 1 aE 8 / なく 0 4

戦:;:橤橤ジならないでいた?箱がいい )と おく と ( oi.Ui.mil ELC (S?が )

ここ で

A。
ここ 1 0で

、
Ui 、 娘 ) 1 k = 1 . int 1 1

V 1 ( Oi . UF . T ) | k = 1.int 11

CLC( SiM)
とお く

、



イメージ ! が 1 の 場合が

fi ::藦::バド



Claim '.to は S " の Oates

|擥98た!の罹蘭変換 が 級豫



① について i 品品」 c S
"

は 明らか

以下 を 示せ ば よい

片 契懸り晶www. が 0

Vie S" を とる
、 朝が 、

?
= 1 より ヨ k = 1 . . . .ntl.tk t.co

てい 0 の とき に E Of ( 1 0で 、 Ui . Ni ) ef。 )
が く O の とき に E Ok ( 1 0t.UE.AE ) EA )

や 証明終 )



2○ について i

⑦ YO.U.eu )
、

と ( 0.V.net 。
with On O

'

も 0

| Twin ( On O' ) → 0 ( On O' ) は 0級豫H.!!!!!品な器鬱鬱座標変換 TealO) → a 10 )
は 恒等写像 H . Rope . 1 .2) となり 、

特に 級写像



(0 . U .
alt ( 0

. V, 0) の 場合 と 考えt.k.kz
こ し 、

一 ・ int 1 , G .
E2 = t or - と し 、

H !!:::::饗した!𩻩が
k も kz と なる こと に 注意 する

。



Case 1 : k < K2 の とき
詩 の乱用

定義 に 従っ て 計算 する と 8 t
○ n 0 = 1 の ES

" / E、弘 > 0、 EPG > 0 {穂家
橤

、

籤𥶡爕::い た灤
'

Tar : N ( On O' ) → で(on O
'

)

U 1→ ( UI
,

i

, UK 、- 1 , E 、小賛、
UK、 、

一 ・ UKで2 , Ukz 、

一

、 Un )
これ は 級写像 ( cf Pnp 6 . 1 . 3 & E× 3 . 2 .4 )



Case 2 : k > Ka の とき

定義 に 従っ て 計算 する と

○ n O
'
= 1 xe 51 9224い0,9弘 > 0 {

n爽家 。

鱲
、
簽𥶡𪃹鸝いたが籤

..

Tar : N ( On O' ) → で(on O
'

)

U 1-) ( Uli ' i Un - 1 、 Ukztl 、

一 - UK - 1 , E! 1 -篊、 UK.it 、 Un )

これ は 級写像 (け . Papa . 3 & E× 3 . 2 .4 )
- 岡



daiei. f : S
"
→ R 、 たいがい は A。 上 で級

tff ECCS ) と は る こと は Ex 8. 3 . 4 で みた

以下 を 示せ ばよい

@Vl0.U.a ) E Ao 、 fe ( S" ; ( 0.U.nl )
、H.。;;鼷た品臠::.eu

10. U.in ) = ( 0と .li 、 UE )

( ただし K = 1 . . . . n+ 1 , E = t or - ) と 書ける 、



ここで Ui = イ Ue が 1 科で く l.EUk > 0 1

I た (NET
'

の 形 に 注意 し て 計真 する と

diiiii.infoはげ : Ui → R.us EJIY

これ は K 上 0級 H 、
Ex 3 . 2 .4 ) 圏



Exfi.be で は S " ( n 次元球面 ) に

0-atla.to で あっ て #1。 ここに1 2 と なる もの を

構成 し たが地図帳 嶺の枚数

Q1 : 地図 を 1枚に でき ない か ?
-

L (t。 = 1 と なる S " の Eats は 存在する ? )
1- 1
_i 不可能 ( 証明 は 簡単 で は ない )

02
_

地図 の枚数 を 減らせ ない か ?

1 2
、
_

: 2枚 に は できるSecfion9.3G@lSecti.n1 0 で 紹介 )


