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1 まえおき

退化型非線形放物型方程式の時間大域解の存在とか Gradient

estiamtesがもう一つの研究テーマ。とくに、Moserの方法を用

いて解の評価を導いてきた。今回はいわゆる非線形吸収項の影

響を取り入れたLp − Lq
についてお話ししたい。

2 Introduction.

ut − div(|∇u|m∇u) + |u|αu = 0 in (0,∞)×RN (1.1)

u(x, 0) = u0(x), (1.2)

を考える。ただし、 α ≥ 0.

u0 ∈ Lq, 1 ≤ q < ∞, とすると上は u(·) ∈ C([0,∞);Lq) なる

一般解をただ一つもつ。この解に対して ‖u(t)‖p, ‖∇u(t)‖p, q ≤
p ≤ ∞を |u|αuの影響を考慮にいれて導きたい。（Lq−Lp

評価

という方が正しいかも・・・）。　Critical exponentとして Fujita

指数が出てくるところが面白いところ。

基本的な考えは同じなので、しばらく m = 0の場合を取り

扱う。

|u|αuは吸収項なので解の存在とか解の評価には悪い影響は
与えない。したがって、u0 ∈ Lq

に対して (1.1)-(1.2) は unique
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sol. u ∈ C([0,∞);Lq) をもち次の評価が成立する。

‖u(t)‖p ≤ C‖u0‖qt−
N
2 (

1
q−1

p), q ≤ p ≤ ∞, (1.3)

‖∇u(t)‖p ≤ C‖u0‖qt−
N
2 (

1
2−1

p−1
2−

(2−q)N
4q , 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

ただし、後者では 1 ≤ q ≤ 2 とする.

われわれは次の評価を導く。

定理1.1

‖u(t)‖p ≤ C(p0)‖u0‖
q
p0
q t

−N
2 (

1
p0
−1

p)−
p0−q
αp0 (1.4)

ただし q + α < p0 < p ≤ ∞ でp0 は任意.

定理1.2 u0 ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ 2 とすると

‖∇u(t‖p ≤ C‖u0‖q/2q t−
N
2 (

1
2−1

p−
2−q
2α , 2 ≤ pleq∞. (1.5)

(1.3) と (1.4) を比較する. もっとも減衰が速い場合の q = 1

で考えると 0 ≤ α < 2/N のとき (1.4) の方が (1.3)より良いこ

とがわかる. つまり、この時 |u|αu　は線形方程式の摂動項と
はみなせないことになる。α + 1 = 2/N + 1　はいわゆる藤田

指数と一致する.

実はすでに次のことが知られている。0 < α < 2/N のとき

(1.1)は自己相似解　wa(x, t) = t−1/αf(x/
√
t) をもつ。ここで

lim|x|→∞ |x|2/αf(x) = a > 0.

さらに　 u0 ∈ L1 ∩ L∞
でかつ　 |x| → ∞ のとき適当な

速さで減衰すれば解は wa(x, t)　に漸近する。たとえば (Es-

cobedo,Kavian,Matano (1995) は

u0 ∈ L1 ∩ L∞, lim
|x|→∞

|x|2/αu0(x) = a > 0

ならば

lim
t→∞

t
1
α‖u(t)− wa(t)‖ = 0
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を示している。　

われわれはLp−Lq
　評価をとおして Fujita指数の意味を再

認識したことになる。また gradient　 estimate (1.3) と (1.5)を

見ると smoothing effect に関しては q = 1 として、α > 2/N の

とき線形の場合より良くなることがわかる。

3 解の存在について注意

　R 上の十分なめらかな, C∞, 関数 βǫ(u) をとり

β′
ǫ(u) ≥ 0 かつ βǫ(u) → β(u) = |u|αu in C1

loc(R)

とする. u0 ∈ Lq, 1 ≤ q < ∞,に対して {u0,n}∞n=1 ⊂ C∞
0 (RN)で

u0,n → u0 in Lq
　なる列をとる。次の近似問題を考える。

ut −∆u + βǫ(u) = 0 in (0,∞)× RN (0.1)′

with the initial condition

u(x, 0) = u0,n(x). (0.2)′

(0.1)’-(0.2)’はただ一つの十分なめらかな解 uǫ,n(t)をもつ。そ

れは例えば C([0,∞);H4∩L∞∩L1)∩C1([0,∞);H2∩L∞∩L1)

に属す.

uǫ,n(t) −→ un(t) as ǫ → 0 in C([0,∞);L∞ ∩ L1)

で

un(·) ∈ W 1,∞([0,∞);H1∩L∞∩L1)∩L∞([0,∞);H2∩L∞∩L1)

を満たすことが容易にわかる。 un(t)はこの解のクラスで、初

期値u0,nをもつ (0.1)-(0.2)の一意的な解である。 さらに

‖um(t)− un(t)‖q ≤ ‖u0,m − u0,n‖q
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より un(t)はC([0,∞);Lq)で一様収束する. u(t) = limn→∞ un(t)

を problem (0.1)-(0.2)の一般解と呼ぶことにする。もちろん一

意的に存在する。 （非線形半群論の意味での解に一致する:

Au = −∆u + |u|αu in Lq.

4 予備的Lp
評価

次の出発点が大事。

命題2.1 u0 ∈ Lq, 1 ≤ q < ∞のとき u(t) ∈ L∞
loc((0,∞);Lp), q ≤

p < ∞ で
‖u(t)‖p ≤ Cp‖u0‖qqt−(p−q)/α, t > 0, (2.1)

for p > q + α,.

Proof.

方程式に　 |u|q−2u をかけて

‖u(t)‖q +
∫ t

0
‖u(s)‖q+α

q+αds ≤ ‖u0‖q. (2.2)

また |u|p−2u, p > q + α,をかけて

1

p

d

dt
‖u(t)‖pp +

4(p− 1)

p2
‖∇(|u|p/2−1u)‖2 + ‖u‖p+α

p+α = 0 (2.3)

d

dt
‖u(t)‖pp + p‖u‖p+α

p+α ≤ 0. (2.3)′

ここでヘルダーの不等式より

‖u‖p ≤ ‖u‖1−θ
q+α‖u‖θp+α

with θ = (p + α)(p− q − α)/p(p− q). よって (2.3)’より

d

dt
‖u(t)‖pp + p‖u‖(p+α)/θ

p ‖u(t)‖−(1−θ)(p+α)/θ
q+α ≤ 0. (2.4)
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これを解いて

‖u(t)‖pp ≤ C
(

∫ t

0
‖u(s)‖−(1−θ)(p+α)/θ

q+α ds
)−(p−q−α)/α

(2.5)

ここで

∫ t

0
1dt =

∫ t

0
‖u(s)‖ηq+α‖u(s)‖−η

q+αds

≤
(

∫ t

0
‖u(s)‖q+α

q+αds
)η/(q+α) (∫ t

0
‖u(s)‖−(1−θ)(p+α)/θ

q+α ds
)θη/(1−θ)(p+α)

(2.6)

ただし、η をつぎのようにとる.

η

q + α
+

θη

(1− θ)(p + α)
= 1,

つまり

η = α(q + α)/(p− q)

. すると

θη/(1− θ)(p + α) = (p− q − α)/(p− q)

. よって、(2.5),(2.6)より

‖u(t)‖pp ≤ C‖u0‖qqt−(p−q)/α.

5 Lp-estimate, q + α < p ≤ ∞

Moser の方法を用いてL∞
評価を導く。pn = 2np0, n = 1, 2, · · ·

　と置き、 induction によって次を導く。

‖u(t)‖pn ≤ Ant
−λn (3.1)

ただし

A0 = C0‖u0‖q/p0q , λ0 = (p0 − q)/p0α,
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An = CN/2pn





N + 2pnλn−1

N





N/2pn

An−1 and λn = λn−1 +N/2pn.

(C0 は前節のLp0
評価であらわれた定数。）n = 0 では正しい

（前節。） (3.1) が pn−1で正しいと仮定. (2.3)式に戻って

1

pn

d

dt
‖u(t)‖pnpn +

4(pn − 1)

p2n
‖∇(|u|pn/2−1u)‖2 + ‖u‖pn+α

pn+α ≤ 0.

とくに

d

dt
‖u(t)‖pnpn + C‖∇(|u|pn/2−1u)‖2 ≤ 0 (3.2)

(C　は pnと独立.) Gagliardo-Nirenberg inequality より

‖u(t)‖pn ≤ C1/pn‖u(t)‖1−θn
pn−1

‖∇(|u|pn/2−1u)‖2θn/pn (3.3)

with θn = N/(N + 2). よって、

d

dt
‖u(t)‖pnpn +

(

C−1/pn‖u(t)‖θn−1
pn−1

‖u(t)‖pn
)pn/θn ≤ 0

that is,

d

dt
‖u(t)‖pnpn + C‖u(t)‖−2pn/N

pn−1
‖u(t)‖(N+2)pn/N

pn
≤ 0. (3.4)

帰納法の仮定より、

d

dt
‖u(t)‖pnpn + C

(

An−1t
−λn−1

)−2pn/N ‖u(t)‖(N+2)pn/N
pn

≤ 0

これを解いて,

‖u(t)‖−2pn/N
pn

≥ CA
−2pn/N
n−1

∫ t

0
s2pnλn−1/Nds

= CA
−2pn/N
n−1





N

N + 2pnλn−1



 t1+2pnλn−1/N
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つまり、

‖u(t)‖pn ≤ C−N/2pn





N + 2pnλn−1

N





N/2pn

t−λn−1−N/2pn = Ant
−λn.

これで (3.1) が示された.

{λn}, {An} の収束をみる。定義より

λn = λn−1 +N/2pn =
N

2

n
∑

k=1

1

pk
+ λ0

=
N

2p0
(1− 2−n) + (p0 − q)/p0α0 →

N

2p0
+ (p0 − q)/p0α ≡ C1.

さらに

An ≤ CN/2pn





N + 2C1pn
N





N/2pn

An−1

より

logAn ≤ N

2pn
logC +

N

2pn
log





N + 2C1pn
N



 + logAn−1,

となり、

logAn ≤
N

2
logC

∞
∑

k=1

1

pk
+

N

2

∞
∑

k=1

1

pk





N + 2C1pk
N



 + logA0

≤ logC̃ + logA0

with a constant C̃ > 1 independent of n. これより

An ≤ C̃A0 = C̃C0‖u0‖q/p0q . (3.5)

を得る。(3.1)で極限をとって

‖u(t)‖∞ ≤ C‖u0‖q/p0q t−N/2p0−(p0−q)/αp0. (3.6)
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(1.1), p = p0, と (3.6) から

‖u(t)‖p ≤ ‖u(t)‖(p−p0)/p
∞ ‖u(t)‖p0/pp0

≤ C‖u0‖q/p0q t
−N

2 (
1
p0
−1

p)−
p0−q
αp0

(p, p0 ≤ p ≤ ∞.)

6 Gradient estimates.

Theorem 2.2　 (gradient estimates)　の証明を与える。

命題 4.1. u0 ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ 2,とし u(t) ∈ C([0,∞);Lq)を一

般解とする. このとき u(t) ∈ L∞
loc((0,∞);H1) で

‖∇u(t)‖2 + ‖u(t)‖α+2
α+2 ≤ C‖u0‖qt−(α+2−q)/α (4.1)

が成立する.

Proof.　（前に差分不等式を導いた方法を「微分」のままで

行う.） 方程式に ut をかけて

d

dt
F (t) + ‖ut(t)‖2 = 0 (4.2)

ただし

F (t) =
1

2
‖∇u(t)‖2 + 1

α + 2
‖u(t)‖α+2.

次に uをかけて

‖∇u(t)‖2 + ‖u(t)‖α+2
α+2 = −(ut, u) ≤ ‖ut‖‖u‖. (4.3)

ここでヘルダーの不等式を用いて

‖u(t)‖ ≤ ‖u(t)‖1−θ
q ‖u(t)‖θα+2 (4.4)
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with θ = (α+2)(2− q)/2(α+2− q). ‖u(t)‖q ≤ ‖u0‖qに注意し、
ヤングの不等式を使うと

‖∇u(t)‖2+‖u(t)‖α+2
α+2 ≤ C‖ut(t)‖2(α+2−q)/(2α+2−q)‖u0‖qα/(2α+2−q)

q .

(4.5)

(4.2) と (4.5) を組み合わせて

F (t) ≤ C



− d

dt
F (t)





(α+2−q)/(2α+2−q)

‖u0‖qα/(2α+2−q)
q

つまり

d

dt
F (t) ≤ −CF (t)1+α/(α+2−q)‖u0‖−qα/(2α+2−q)

q . (4.6)

これを解いて

F (t) ≤ C‖u0‖qt−(α+2−q)/α. (4.7)

Remark 4.1. (4.3)の代わりに

‖u(t)‖ ≤ ‖u(t)‖1−θ
q ‖∇u(t)‖θ

with θ = N(2− q)/(2q +N(2− q), を使うと (4.7)の代わりに

F (t) ≤ C‖u0‖2qt−1−(2−q)N/2q (4.7)′

を得る。これは αによらないので線形方程式にも適用可能。

‖∇u(t)‖∞　の評価に進む
方程式を xi　で微分して |uxi|p−2uxi, i = 1, · · · , N, をかけ

ると

1

p

d

dt
‖uxi(t)‖pp+

4(p− 1)

p2
‖(|∇uxi(t)|p/2−1∇uxi(t)‖2+

∫

RN |u|α|uxi(t)|pdx = 0.

よって

d

dt
‖uxi(t)‖pp + 3‖∇(|uxi(t)|p/2−1uxi(t)‖2 ≤ 0 (4.8)
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pを pnに変え、u(t)を uxi(t)　に変えるとこれは (3.4)と本質

的に同じなので

‖∇u(t)‖∞ ≤ C‖∇u(t0)‖(t− t0)
−N

4 , t > t0 > 0,

が結論される。ここで t0 = t/2　にとって,

‖∇u(t)‖∞ ≤ C‖∇u(t/2)‖t−N
4 .

さらに

‖∇u(t)‖pp ≤ ‖∇u(t)‖p−2
∞ ‖∇u(t)‖2, 2 ≤ p ≤ ∞

より

‖∇u(t)‖p ≤ C‖∇u(t/2)‖(p−2)/p‖∇u(t)‖2/pt−N
2 (

1
2−1

p

(2 ≤ p ≤ ∞). これと (4.7)より

‖∇u(t)‖p ≤ C‖u0‖q/2q t−
N
2 (

1
2−1

p)−1/2−(2−q)/2α, 2 ≤ p ≤ ∞, (4.9)

を得る.

7 m > 0 のとき.

u0 ∈ Lq, 1 ≤ q < ∞, に対して {u0,n}∞n=1 ⊂ C∞
0 (RN) で u0,n →

u0 in Lq
となる列をとる。近似問題

ut−div{(|∇u|2+ ǫ))m/2∇u}+(|u|2+ ǫ)α/2u = 0 in (0,∞)×RN ,

(0.1)′

u(x, 0) = u0,n(x). (0.2)′

を考える.

(0.1)’-(0.2)’は非常になめらかな一意解 uǫ,n(t)をもつ. (cf.Ladyzenskaya,V.A.Solonnik

and N.N.Uraltseva) 次を示すことができる：

uǫ,n(t) −→ un(t) as ǫ → 0 in C([0,∞);L∞ ∩ L1)
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かつ

un(·) ∈ W 1,2([0,∞);L2) ∩ L∞((0,∞);W 1,m+2 ∩H1 ∩ L∞ ∩ L1).

un(t) はこのクラスで初期値 u0,nをとる一意解である.

‖um(t)− un(t)‖q ≤ ‖u0,m − u0,n‖q,

なので un(t)はC([0,∞);Lq)で収束する. 極限 u(t) = limn→∞ un(t)

を問題 (0.1)-(0.2)　の一般解と呼ぶことにする. 各 u0 ∈ Lq
に

対して一般解は一意的に存在する.

‖u(t)‖p ≤ C‖u0‖µq t−λ, q ≤ p ≤ ∞ (5.1)

ただし

µ =
m + 2 +mN/p

m + 2 +mN/q
, λ =

qN

q(m + 2) +mN
(
1

q
− 1

p
).

(Herrero-Vazquez q = 1.)

右辺に特異性をもつ外力f(t)のついた場合に拡張し、それを

用いると Fujita 指数は m + 1 + m+2
N であることが証明できる.

さらに、1 ≤ q ≤ 2 ならば u(·) ∈ L∞
loc((0,∞);W 1,m+2 ∩W 1,∞)

で

‖∇u(t)‖p ≤ C‖u0‖µ̄q t−
¯lambda, p ≥ m + 2.

が証明できる ( Alikakos-Rostamian q = 1 ). ここで

µ̄ =
q

p
· 2p +mN

2(m + 2) +mN

λ̄ =
1

p
· (N + 2)p− 2N

2(m + 2) +mN
+

(2− q)N

p(q(m + 2) +mN)
· 2p +mN

2(m + 2) +mN
.

上の結果は |u|αu があるときも成立する. われわれは |u|αuの
影響を考慮にいれて次を導いた.
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定理 5.1. u0 ∈ Lq, 1 ≤ q < ∞, とし p0 > q + αを固定する.

このとき一般解　u(t) は L∞
loc((0,∞);Lp), q ≤ p ≤ ∞, となり

‖u(t)‖p ≤ C‖u0‖µ(p,q,p0)q t−λ(p,q,p0,α), 0 < t < ∞. (5.2)

ただしp, p0 ≤ p ≤ ∞で

µ(p, q, p0) =
q

p
· p(m + 2) +mN

p0(m + 2) +mN
,

λ(p, q, p0, α) =
p0N

p0(m + 2) +mN
(
1

p0
−1

p
)+

p0 − q

pα
· p(m + 2) +mN

p0(m + 2) +mN
.

定理　5.2. u0 ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ 2 とする.　このとき u(t)　は

L∞
loc((0,∞);W 1,p), 2 ≤ p ≤ ∞, に属し

‖∇u(t)‖p ≤ C‖u0‖µ̃(p,q)q t−λ̃(p,q,α). (5.3)

ただし p,m + 2 ≤ p ≤ ∞　で

µ̃(p, q) =
q

p
· 2p +mN

2(m + 2) +mN
,

λ̃(p, q, α) =
1

p
· (N + 2)p− 2N

2(m + 2) +mN
+

2− q

pα
· 2p +mN

2(m + 2) +mN
.

q = 1 として, 知られている結果と比較すると |u|αu の影響
として α < m + (m + 2)/N のときdecay rate はよくなり、逆

に α > m + (m+ 2)/N のとき平滑化効果がよくなることが分

かる.

8 Proof of Theorem 5.1.

次はm = 0の場合と同じ。
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命題6.1 u0 ∈ Lq, 1 ≤ q < ∞のとき u(t) ∈ L∞
loc((0,∞);Lp), q ≤

p < ∞ で
‖u(t)‖p ≤ Cp‖u0‖qqt−(p−q)/α, t > 0, (6.1)

for p > q + α,.

定理 5.1の証明

方程式に |u|p−2u をかけて積分すると

1

p

d

dt
u(t)‖pp+

(m + 2)(m+2)(p− 1)

(p +m)(m+2)
‖∇(|u|(p−2)/(m+2)u)‖m+2

m+2+‖u‖p+α
p+α = 0

(6.2)

p0 > q + αを固定し pn = (m + 2)pn−1 − m,n = 1, 2, · · · とお
くと

d

dt
‖u(t)‖pnpn +

C

(pn +m)m
‖∇(|u|(pn−2)/(m+2)u)‖m+2

m+2 ≤ 0. (6.3)

Induction　によって次が示される.

‖u(t)‖pn ≤ Ant
−λn, n = 0, 1, · · · , (6.4)

ただし An , λn は次で定まる:

A0 = C0‖u0‖q/p0q , λ0 = (p0 − q)/p0α,

An = (Cpn)
C/pnA

1−m/βn
n−1 and λn = (1 + λn−1(βn −m))β−1

n .

ここで

βn = (pn+m)θ−1
n −pn and θn = N(m+2)(1−pn−1p

−1
n )(m+2+mN+N)−1.

（C0は (6.1) で p = p0としたときの定数。）

実際、

d

dt
‖u(t)‖pnpn +

C

(pn +m)m
‖∇(|u|pn−1−1u)‖m+2|m+2 ≤ 0.
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となり、G-N 不等式

‖u‖pn ≤ C1/pn‖u‖1−θn
pn−1

‖∇(|u|(pn−2)/(m+2)u)‖(m+2)θn/(pn+m)
m+2

より

d

dt
‖u(t)‖pn+CC−(pn+m)/θnp−m−1

n ‖u(t)‖−(1−θn)(pn+m)/θn
pn−1

‖u(t)‖(pn+m)/θn−pn+1
pn

≤

これを用いて証明される. 収束については

λn −
1

m
= τn(λ0 −

1

m
) and An ≤ CAτn

0

ただし

τn =
pn(m + 2) +mN

pn
· p0
p0(m + 2) +mN

.

に注意すると

lim
n→∞λn =

1

m
+

p0(m + 2)

p0(m + 2) +mN
(λ0 −

1

m
)

=
1

α
· (m + 2)(p0 − q)

p0(m + 2) +mN
+

N

p0(m + 2) +mN
≡ λ∞(p0, q, α)

そして

lim
n→∞An ≤ CA

p0(m+2)/(p0(m+2)+mN)
0 = C‖u0‖q(m+2)/(p0(m+2)+mN)

q .

よって

‖u(t)‖∞ ≤ C‖u0‖q(m+2)/(p0(m+2)+mN)
q t−λ∞(p0,q,α).

これから結果を得る.
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9 Gradient estimates, m > 0.

方程式にut　をかけて

d

dt
F (t) + ‖ut‖2 = 0.

ただし

F (t) =
1

m + 2
‖∇u(t)‖m+2

m+2 +
1

α + 2
‖u(t)‖α+2

α+2.

方程式に u をかけて

‖∇u(t)‖m+2
m+2 + ‖u(t)‖α + 2α+2 = −(ut, u) ≤ ‖ut(t)‖‖u(t)‖.

さらに

‖u(t)‖ ≤ ‖u(t)‖1−θ
q F (t)θ/(α+2)

with θ = (α+ 2)(2− q)/2(α+ 2− q)（前出:‖u‖α+2
α+2 を利用). こ

れらを組み合わせて次を得る.

命題 7.1.

‖∇u(t)‖m+2
m+2 + ‖u(t)‖α+2

α+2 ≤ C‖u0‖qqt−(α+2−q)/α. (7.1)

Remark 4.1.

‖u(t)‖ ≤ ‖u(t)‖1−θ
q ‖∇u(t)‖θm+2

with θ = N(m + 2)(2− q)/(2q(m+ 2) + 2N(m+ 2− q))　を用

いると

‖∇u(t)‖m+2
m+2 ≤ C‖u0‖µ0(q)q t−λ0(q)

with

µ0(q) =
q(2(m + 2) +mN)

q(m + 2) +mN
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and

λ0(q) = 1 +
N(2− q)

q(m + 2) +mN
.

これは α と独立.

‖∇u(t)‖∞の評価に進む。そのために方程式に−div{|∇u|p−2∇u}, p ≥
2, をかける (Alikakos-Rostamian)：

1

p

d

dt
‖∇u(t)‖pp +

∫

RN div{|∇u|m|∇u|}div{|∇u|p−2∇u}dx ≤ 0.

(7.2)

部分積分をすると

∫

RN div{|∇u|m|∇u|}div{|∇u|p−2∇u}dx

≥
∫

RN |∇u|m+p−2|D2u|2dx +
p− 2

4

∫

RN |∇u|m+p−4|∇(|∇u|2)|2dx

≥ p− 2

4

∫

RN |∇u|m+p−4|∇(|∇u|2)|2dx.

よって

1

p

d

dt
‖∇u(t)‖pp +

C(p− 2)

(p +m)2
‖∇

(

|∇u(t)|(p+m−2)/2∇u
)

‖2 ≤ 0. (7.3)

We set

p0 = m + 2 and pn = 2pn−1 −m,n = 1, 2, · · · ,

θn = N(N + 2)−1(1−mp−1
n ) and βn = (pn +m)θ−1

n − pn.

とおけば (7.3)より次が示される：

‖∇u(t)‖pn ≤ Ant
−λn

ただし：

An = C1/pnA
(βn−m)/βn
n−1 ,
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λn = (βn −m)/βn)λn−1 + β−1
n

with

A0 = C‖u0‖q/(m+2)
q and λ0 = (α + 2− q)/(m + 2)α.

極限をとって

lim
n→∞λn =

2(m + 2)λ0

2(m + 2) +mN
+

N

2(m + 2) +mN

=
2(α + 2− q)

(2(m + 2) +mN)α
+

N

2(m + 2) +mN

lim
n→∞An ≤ CA

2(m+2)/(2(m+2)+mN
0 = C‖u0‖2q/(2(m+2)+mN)

q .

かくして

‖∇u(t)‖∞ ≤ C‖u0‖µ̂(q)q t−λ̂(q,α)

を得る. ただし、

µ̂(q) =
2q

q(m + 2) +mN
and λ̂(q, α) =

N + 2

2(m + 2) +mN
+

2(2− q)

(2(m + 2) +mN)

これから

‖∇u(t)‖p ≤ C‖u0‖µ̃(p,q)q t−λ̃(p,q,α)

with

µ̃(p, q) =
q

p
· 2p +mN

2(m + 2) +mN)

and

λ̃(p, q, α) =
1

p
· (N + 2)p− 2N

2(m + 2) +mN
+

2− q

pα
· 2p +mN

2(m + 2) +mN
.
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