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概 要
差分についての評価から微分を含む関数不等式を導出したり，微分方程式の
数値計算など導関数の離散化は様々な場面で現れる．微分方程式の離散化の
際には，方程式の「構造」を引き継ぐように導関数を離散化すると見通しが
よくなることが多い．例えば，対象とする微分方程式のエネルギー構造を引
き継ぐように離散化した差分方程式には，微分方程式のエネルギー法が適用
できる．ここではこの構造を引き継ぐような離散化とその解析について最近
得られた結果について紹介したい．

1. はじめに
微分商の近似として最も単純で古典的なものは差分商であろう. 関数不等式を導出す
る際に, 差分近似で離散の不等式をまず示してからその極限を考えて目的の不等式を導
出したり, 微分方程式の数値解法として方程式の微分商を差分商におきかえる差分法な
ど, 差分は古典的だが有用なツールとして知られている.

さて微分商f ′(x)の近似を与える差分商といっても, xの増分∆x > 0に対して,

f(x+∆x)− f(x)

∆x
,

f(x)− f(x−∆x)

∆x
,

f(x+∆x)− f(x−∆x)

2∆x
, . . .

のように無限通りの差分商が考えられる. Taylorの定理より,∣∣∣∣f(x+∆x)− f(x)

∆x
− f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ supx |f ′′(x)|
2

·∆x,∣∣∣∣f(x+∆x)− f(x−∆x)

2∆x
− f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ supx |f (3)(x)|
6

· (∆x)2

がわかる. これにより, ∆x → 0 としたときの f ′(x)への収束は前者の前進差分より後
者の中心差分の方が速いことがわかる. このようにうまく近似を選ぶことで, 知りたい
情報がより精密にわかることがある. しかし「うまく」という表現は曖昧で, 実際その
目的によって選ぶべき「うまい」差分商は異なる. 数値解析の教科書の多くでは, (常)

微分方程式の数値解法として, まず微分を前進差分で置き換えるオイラー法が紹介さ
れ, 次に微分を中心差分で置き換えた中点則が紹介される. 解への収束の評価を比較す
ると, 中点則の方が速い収束となるが, 中点則は数値不安定化が生じるため解の長時間
挙動を数値的に調べるのには適さないというような例が紹介される. これは数値安定
性に着目すると, 中心差分でなく前進差分の方が適していることを意味している.

微分方程式の離散化としては様々な手法が知られているが, 微分方程式のもつ性質や
構造を引き継ぐように離散化をするとうまい近似が得られることが多い. 対象となる
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問題の備え持つ何らかの意味での構造を引き継いだ数値解法を構造保存型数値解法と
いう. 引き継ぐ構造にはシンプレクティック構造のような幾何学的不変量など様々なも
のが知られている (例えば, [4], [9])が, ここでは特に時間発展のある非線形偏微分方程
式を考察し, 引き継がれる構造は [2], [6]のようにエネルギー保存やエントロピー増大
といった物理法則を指すものとする. このような構造を引き継ぐ数値解法を統一的に
導出する手法は [3]にまとめられている離散変分導関数法などが知られている.

エネルギー保存やエントロピー増大といった微分方程式の備え持つ構造がその解析
で重要や役割を果たすことはよく知られている. 例えば, エネルギークラスと呼ばれる
エネルギーに対応する関数空間で時間局所的に解を構成することができれば, エネル
ギー保存則からその時間局所解を時間大域的につなぎ合わせることで, 時間大域解の構
成が可能になる ([7]). またこれらの構造を導出する手続きが, 時間局所解の存在を示す
上でヒントになることも多い. ここではこのエネルギー構造を何らかの意味で利用し
て解の性質を調べる手法を総称してエネルギー法を呼ぶこととする. エネルギー法は,

エネルギー構造を引き継いだ構造保存型数値解法にも適用可能である.

この要旨では, 次節で離散版の関数不等式について, その次に微分方程式に対する構
造保存型数値解法のエネルギー法について簡単な例を用いて紹介する. 最後に, 応用と
して発表者の得た結果を列挙する.

2. 離散版の関数不等式
離散版の関数不等式は, 補間関数を使えば連続の関数不等式から系統的に導出できる
([10]). 例えば，Ω ⊂ R2での, Sobolevの不等式 ∥f∥Lp(Ω) ≤ C∥f∥H1(Ω) (p > 2)の離
散版 ∥f∥Lp

d
≤ C∥f∥H1

d
を示したければ, f̃(k∆x,m∆y) = fk,m (k = 0, 1, . . . , K, m =

0, 1, . . . ,M)を満たす Ωで定義された関数 f̃(x, y)で ∥f∥Lp
d
≤ C∥f∥Lp(Ω), ∥f∥H1(Ω) ≤

C∥f∥H1
d
を満たすものをうまく見つけることで求まる. この方法は便利だが, 離散版関

数不等式の右辺の定数の評価には損失が多い. 直接離散版の関数不等式を導出するこ
とで, 具体的な定数が容易に求まったり不等式のメカニズムが明確になることがある.

空間一次元の離散Sobolevの不等式を例として紹介する.

2.1. 準備
本発表では, 空間領域 Ωは一次元の連結区間 Ω = [0, Lx]か二次元の長方形領域 Ω =

[0, Lx] × [0, Ly]の場合について考察する. K, M , N は任意の自然数で, 区間 [0, Lx],

[0, Ly]をそれぞれK-個, M -個に分割し, 時間区間 [0, T ]を N -個に分割する. 空間 x,

yと時間 tについての刻み幅をそれぞれ ∆x, ∆y, ∆tとかく. すなわち ∆x, ∆y, ∆t

は Lx = K∆x, Ly = M∆y, T = N∆t を満たすものとする. 有限差分法では, k =

0, 1, . . . , K, m = 0, 1, . . . ,M , n = 0, 1, . . . , N について格子点 (k∆x, n∆t)の値を求め
る. 点 (k∆x,m∆y, n∆t)での値を f

(n)
k,mのように書くことにする. 離散では, (k,m, n)

が変数 (x, y, t)の役割を果たす. 空間 (k,m)についてのノルムを考える時は, f (n) :=

(f
(n)
k,m)k=0,1,...,K, m=0,1,...,Mのように空間についての添え字を省きボールド体で記す. 特に
時間変数nに依存しない場合はf := (fk,m)k=0,1,...,K, m=0,1,...,Mのように書く. 微分と積
分の近似として, 差分と和分を利用するが, 表記は [3]に従った, すなわち, (偏)差分作
用素 δ+ξ , δ

−
ξ , δ

⟨1⟩
ξ , δ

⟨2⟩
ξ (ξ = k,m, n) はそれぞれ ξ変数についての前進差分, 後退差分, 中



心差分, 2階中心差分を表す作用素である. すなわち,

δ+n f
(n)
k,m :=

f
(n+1)
k,m − f

(n)
k,m

∆t
, δ+k f

(n)
k,m :=

f
(n)
k+1,m − f

(n)
k,m

∆x
, δ+mf

(n)
k,m :=

f
(n)
k,m+1 − f

(n)
k,m

∆y
,

δ−n f
(n)
k,m :=

f
(n)
k,m − f

(n−1)
k,m

∆t
, δ−k f

(n)
k,m :=

f
(n)
k,m − f

(n)
k−1,m

∆x
, δ−mf

(n)
k,m :=

f
(n)
k,m − f

(n)
k,m−1

∆y
,

δ
⟨1⟩
k f

(n)
k,m :=

f
(n)
k+1,m − f

(n)
k−1,m

2∆x
, δ⟨1⟩m f

(n)
k,m :=

f
(n)
k,m+1 − f

(n)
k,m−1

2∆y
,

δ
⟨2⟩
k f

(n)
k,m :=

f
(n)
k+1,m − 2f

(n)
k,m + f

(n)
k−1,m

∆x2
, δ

⟨2⟩
k f

(n)
k,m :=

f
(n)
k,m+1 − 2f

(n)
k,m + f

(n)
k,m−1

∆y2

である. また, 積分の近似には台形則を採用する. 1変数関数の台形則は
K∑
k=0

′′fk∆x :=
K−1∑
k=0

fk + fk+1

2
∆x =

(
1

2
f0 +

K−1∑
k=1

fk +
1

2
fK

)
∆x (1)

で定義され, 2変数関数の場合は各々の変数について台形則にしたがって和をとることで
定義される. また, 2つのベクトルの各成分の積からなるベクトル(fk,mgk,m)k=0,1,...,K, m=0,1,...,M

を, fgと書くことにする. 離散Lpノルム∥ · ∥Lp
d
と離散Dirichletセミノルム∥D · ∥を,

∥f∥Lp
d
:=



(
M∑

m=0

′′
K∑
k=0

′′|fk,m|p∆x∆y

) 1
p

, p ∈ [1,∞),

max
k=0,1,...,K,
m=0,1,...,M

|fk,m|, p = ∞,

∥Df∥ :=

√√√√K−1∑
m=0

K−1∑
k=0

(|δ+k fk,m|2 + |δ+mfk,m|2)∆x∆y

で定義する. また離散H1ノルムは∥f∥H1
d
:=
√
∥f∥2

L2
d
+ ∥Df∥2で定義する.

2.2. 離散Sobolevの不等式
命題 2.1. 任意のf = (fk)k=0,1,...,Kに対して

∥f∥L∞
d
≤ CLx∥f∥H1

d
, CLx :=

√√
1 + 4L2

x + 1

2Lx

が成り立つ.

Proof. 任意の0 ≤ ℓ,m ≤ Kに対して,

|fm|2 − |fℓ|2 ≤ 2

(
K−1∑
k=0

|δ+k fk|
2∆x

)1/2(K−1∑
k=0

∣∣∣∣fk+1 + fk
2

∣∣∣∣2 ∆x

)1/2

≤ 2∥Df∥∥f∥L2
d

がわかる. mを固定して, ℓ = 1, 2, . . . , K − 1について和をとり, さらに ℓ = 0, Kの場
合の1/2倍を足し合わせると,

K|fm|2 ≤
K−1∑
ℓ=1

|fℓ|2 +
1

2
(|f0|2 + |fK |2) + 2K∥Df∥∥f∥L2

d
=

K∑
k=0

′′|fk|2 + 2K∥Df∥∥f∥L2
d



K∆x = Lxだから, Gagliardo-Nirenberg型の不等式

∥f∥2L∞
d
≤ 1

Lx

∥f∥2L2
d
+ 2∥Df∥∥f∥L2

d

が得られる. Youngの不等式ab ≤ ε
2
a2 + 1

2ε
b2 (ε > 0)より,

∥f∥2L∞
d
≤

(
1

Lx

+
2Lx√

1 + 4L2
x + 1

)
∥f∥2L2

d
+

√
1 + 4L2

x + 1

2Lx

∥Df∥2 =
√
1 + 4L2

x + 1

2Lx

∥f∥2H1
d

が得られる.

この証明は単純な数列の計算のみで示され, さらに定数が具体的に求まっていること
がわかる. 次節に例示するように, 定数の大きさは実際の数値実験において刻み幅のサ
イズの条件を明示的な形で与えることなどにつながり実用的である.

3. エネルギー法
3.1. 偏微分方程式のエネルギー法
偏微分方程式に対するエネルギー法を用いた時間大域解の存在の証明を, 次の半線形熱
方程式を例として紹介する;

∂tu− ∂2
xu+ u = −u3, (t, x) ∈ R+ × [0, Lx], (2)

∂xu(t, 0) = ∂xu(t, Lx) = 0, t ∈ R+, (3)

u(0, ·) = u0(·), x ∈ [0, Lx]. (4)

方程式 (2)に∂tuをかけて空間変数について [0, Lx]で積分すると,

∂t

(
1

2
∥∂xu∥2L2 +

1

2
∥u∥2L2 +

1

4
∥u∥4L4

)
+ ∥∂tu∥2L2 = 0

が得られる. E(f) := 1
2
∥f∥2H1 +

1
4
∥f∥4L4とおくと, エネルギー散逸則E(u(t)) ≤ E(u0)が

得られる. 実際の物理的なエネルギーに対応していなくてもこのような方程式が持つ特有
の量を総称してエネルギーと呼ぶことにする. エネルギー散逸則よりsupt∈[0,∞) ∥u(t)∥H1 ≤√

2E(u0)が成り立つ. この方程式のエネルギークラスはソボレフ空間H1であり, 例え
ば任意のM(≥ ∥u0∥H1)に対して定まる T = T (M)に対して u ∈ C([0, T ];H1)となる
時間局所解を構成できたとする. Mとして

√
2E(u0)に選ぶとエネルギー散逸則より,

∥u(T )∥H1 ≤ Mなので, u(T )を初期値として [T, 2T ]まで時間局所解を構成できる. こ
れを繰り返せば時間大域解の存在が示される.

3.2. 構造保存型差分解法のエネルギー法
文献 [3]の離散変分導関数法を用いると, 問題 (2)–(4)のエネルギー構造を引き継ぐ構造
保存型差分解法

δ+n U
(n)
k − δ

⟨2⟩
k

(
U

(n+1)
k + U

(n)
k

2

)
+

U
(n+1)
k + U

(n)
k

2
= −1

4

3∑
j=0

(U
(n+1)
k )j(U

(n)
k )3−j, (5)

δ
⟨1⟩
k U

(n)
k |k=0,K = 0, (6)

U
(0)
k = u0(k∆x) (7)



が導出される. この差分解法はエネルギー散逸則を満たす. 実際, 差分方程式 (5)に
δ+n U

(n)
k をかけて台形則 (1) に従って和をとると,

δ+nEd(U
(n)) + ∥δ+nU (n)∥2L2

d
= 0

が得られる. ただし, Ed(f)は

Ed(f) :=
1

2
∥Df∥2 + 1

2
∥f∥2L2

d
+

1

4
∥f∥4L4

d

で定義される離散版のエネルギーである. よって差分解法 (5)–(6)の解は, 離散版のエ
ネルギー減衰則を次の意味で満たすことがわかる,

Ed(U
(n+1)) ≤ Ed(U

(n)). (8)

上記の計算では, 部分積分公式に対応する以下の部分和分公式を用いた;

補題 3.1 (部分和分公式 ([3, Chapter 3])). 斉次Neumann境界条件:

δ
⟨1⟩
k fk|k=0,K = δ

⟨1⟩
k gk|k=0,K = 0

をみたす任意のf := (fk)
K
k=0とg := (gk)

K
k=0に対して

K∑
k=0

′′fkδ
⟨2⟩
k fk∆x = −∥Df∥2,

K∑
k=0

′′fkδ
⟨2⟩
k gk∆x ≤ ∥Df∥∥Dg∥ (9)

が成り立つ.

次に構造保存型差分解法に対しての解の存在定理を示す.

Step 1 (時間局所解の存在と一意性). nを固定する. 非線形写像Φ[U ]を

Φ[U ]−U (n)

∆t
−D2

(
Φ[U ] +U (n)

2

)
+

Φ[U ] +U (n)

2
= −1

4

3∑
j=0

(U )j(U (n))3−j (10)

によって定義する. ただしD2は二階中心差分δ
⟨2⟩
k に対する斉次ノイマン条件付き(K+1)-

次元の行列表現とする. 行列D2の固有値はλk := 2
∆x2

(
cos kπ

K
− 1
)
(k = 0, 1, . . . , K)で

与えられるので, 任意の∆t > 0に対して{(1+ ∆t
2
)IK+1 − ∆t

2
D2}は正則になるので写像

Φはwell-definedである. ここで IK+1は (K + 1)-次元単位行列である.

M := ∥U (n)∥H1
d
とするとき,この写像ΦがH1

d内の閉球X :=
{
f | ∥f∥H1

d
≤ 2M

}
の中

で縮小写像になることを示す. 任意にU ∈ Xを選ぶ. (10)の第k式に (Φ[U ]−U (n))/∆t

の第k成分をかけて, k = 0, 1, . . . , K について台形則 (1)に従って和をとると,

∥Φ[U ]∥2
H1

d
− ∥U (n)∥2

H1
d

2∆t
+

∥∥∥∥∥Φ[U ]−U (n)

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2
d

≤

∥∥∥∥∥Φ[U ]−U (n)

∆t

∥∥∥∥∥
L2
d

∥∥∥∥∥14
3∑

j=0

(U )j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
L2
d

≤

∥∥∥∥∥Φ[U ]−U (n)

∆t

∥∥∥∥∥
2

L2
d

+
1

4

∥∥∥∥∥14
3∑

j=0

(U )j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
2

L2
d



が得られる. 式の変形にはYoungの不等式を用いた. 整理すると,

∥Φ[U ]∥H1
d
≤ ∥U (n)∥H1

d
+

√
∆t

32

∥∥∥∥∥
3∑

j=0

(U )j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
L2
d

となる. 自明な不等式∥f∥L2
d
≤ ∥f∥H1

d
とHölderの不等式とSobolevの不等式より,∥∥∥∥∥

3∑
j=0

(U )j(U (n))3−j

∥∥∥∥∥
L2
d

≤
3∑

j=0

∥∥∥(U )j(U (n))3−j
∥∥∥
L2
d

≤
3∑

j=0

C2
Lx
∥U∥j

H1
d
∥U (n)∥3−j

H1
d

がわかる. よって, 上の評価は,

∥Φ[U ]∥H1
d
≤ M +

√
∆t

32
C2

Lx
M3

3∑
j=0

2j = M + 15

√
∆t

32
C2

Lx
M3. (11)

同様に, 任意のU 1,U 2 ∈ Xに対しての (10)の差をとると次が得られる:

Φ[U 1]− Φ[U 2]

∆t
−D2

(
Φ[U 1]− Φ[U 2]

2

)
+

Φ[U 1]− Φ[U 2]

2

=
1

4

3∑
j=1

{
(U 1)

j(U (n))3−j − (U 2)
j(U (n))3−j

}
.

この第 k式に (Φ[U 1] − Φ[U 2])/∆tの第 k成分をかけて, k = 0, 1, . . . , K について台形
則 (1)に従って和をとると,

∥Φ[U 1]− Φ[U 2]∥2H1
d

∆t
≤ 1

32

∥∥∥∥∥
3∑

j=1

{
(U 1)

j(U (n))3−j − (U 2)
j(U (n))3−j

}∥∥∥∥∥
2

L2
d

となる. 右辺は,∥∥∥∥∥
3∑

j=1

{
(U 1)

j(U (n))3−j − (U 2)
j(U (n))3−j

}∥∥∥∥∥
L2
d

≤ C2
L

{
∥U (n)∥2H1

d
∥U 1 −U 2∥H1

d
+ ∥U (n)∥H1

d
(∥U 1∥H1

d
+ ∥U 2∥H1

d
)∥U 1 −U 2∥H1

d

+ (∥U 1∥2H1
d
+ ∥U 1∥H1

d
∥U 2∥H1

d
+ ∥U 2∥2H1

d
)∥U 1 −U 2∥H1

d

}
≤ 17C2

Lx
M2∥U 1 −U 2∥H1

d

(12)

と評価できるので,

∥Φ[U 1]− Φ[U 2]∥H1
d
≤ 17

√
∆t

32
C2

Lx
M2∥U 1 −U 2∥H1

d
(13)

が得られる. 以上の (11)と (13)から, ∆tを
17

4
√
2
C2

Lx
M2

√
∆t < 1 (14)



満たすように小さくとると, 縮小写像の原理より, Φ[U ] = Uを満たすUがXの中にた
だ一つ存在する. この不動点Uが (5)–(6)を満たすU (n+1)である.

Step 2 (時間大域解の構成). エネルギー散逸側 (8)から∥U (n)∥H1
d
≤ (2Ed(U

(n)))1/2 ≤
(2Ed(U

(0)))1/2 が成り立つ. したがって, 条件 (14)のMを (2Ed(U
(0)))1/2に交換した

17

2
√
2
C2

Lx
Ed(U

(0))
√
∆t < 1 (15)

を満たすように ∆tを小さくとると, 任意のnに対して (14)が満たされる. 以上より次
の定理が得られる.

定理 3.2 (解の存在). 任意の初期値に対して, ∆tを (15)を満たすように選べば, 差分方
程式 (5)–(7) の解{U (n)}∞n=0がただ一つ存在する.

これを構造保存型差分解法に対するエネルギー法と呼ぶことにする. またこの方法
で示した解の存在では, nはいくらでも大きくとれる. 実際の計算ではnの上限Nを定
めるため注目されないことが多いが, 偏微分方程式の理論との比較という観点からは意
味があると思われる.

次に誤差e
(n)
u,k := U

(n)
k − u

(n)
k の評価も同様にして示されることについても言及したい.

定理 3.3 (誤差評価). 問題 (2)–(4)に滑らかな解u ∈ C4([0, Lx]× [0, T ])が存在するとす
る. C1 := max0≤n≤N

{
max0≤k≤K |U (n)

k |, max0≤k≤K |u(n)
k |
}
とする. このとき, ∆t < 8

9C4
1

ならば,

max
n=0,1,...,N

∥e(n)
u ∥L2

d
≤ C((∆x)2 + (∆t)2)

が成り立つ.

Proof. (5)から点 (k∆x, (n+ 1/2)∆t)での (2)を引くと誤差 e
(n)
u,kについての方程式

δ+n e
(n)
u,k−δ

⟨2⟩
k

(
e
(n+1)
u,k + e

(n)
u,k

2

)
+

e
(n+1)
u,k + e

(n)
u,k

2

= −

(
1

4

3∑
j=0

{
(U

(n+1)
k )j(U

(n)
k )3−j − (u

(n+1)
k )j(u

(n+1)
k )3−j

})
+ ζ

(n)
k

(16)

が得られる. ただし,

ζ
(n)
k :=

(
∂tu

(n+1/2)
k − δ+n u

(n)
k

)
+

(
∂2
xu

(n+1/2)
k − δ

⟨2⟩
k

(
u
(n+1)
k + u

(n)
k

2

))

+
1

4

3∑
j=0

(u
(n+1)
k )j(u

(n+1)
k )3−j − (u

(n+1/2)
k )3

で, Taylorの定理よりu ∈ C4([0, Lx]× [0, T ])なら |ζ(n)k | ≤ C∆x2 + C∆t2 となる. 解の
存在証明のときと同様に, (16)の両辺に (e

(n+1)
u,k + e

(n)
u,k)/2をかけて台形則に従って和を



とりYoungの不等式と (12)と同じ議論を用いると

∥e(n+1)
u ∥2

L2
d
− ∥e(n)

u ∥2
L2
d

2∆t
+

∥∥∥∥∥D
(
e
(n+1)
u + e

(n)
u

2

)∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥e(n+1)
u + e

(n)
u

2

∥∥∥∥∥
2

L2
d

≤

∥∥∥∥∥e(n+1)
u + e

(n)
u

2

∥∥∥∥∥
2

L2
d

+
1

64(1− ϵ)

∥∥∥∥∥
3∑

j=0

{
(U (n+1))j(U (n))3−j − (u(n+1))j(u(n))3−j

}∥∥∥∥∥
2

L2
d

+
C

ϵ
∥ζ(n)∥2L2

d

≤

∥∥∥∥∥e(n+1)
u + e

(n)
u

2

∥∥∥∥∥
2

L2
d

+
9

8(1− ϵ)
C4

1

(
∥e(n+1)

u ∥2L2
d
+ ∥e(n)

u ∥2L2
d

)
+

C

ϵ
∥ζ(n)∥2L2

d
.

以上を整理すると,

∥e(n+1)
u ∥2L2

d
≤ ∥e(n)

u ∥2L2
d
+

9∆t

8(1− ϵ)
C4

1

(
∥e(n+1)

u ∥2L2
d
+ ∥e(n)

u ∥2L2
d

)
+

C∆t

ϵ
∥ζ(n)∥2L2

d
.

∆tの仮定のもとで, 1− 9∆t
8(1−ϵ)

C4
1 > 0となるように ϵを選べば

∥e(n+1)
u ∥2L2

d
≤

(
1 + 9∆t

8(1−ϵ)
C4

1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C4
1

)
∥e(n)

u ∥2L2
d
+

C∆t

(1− 9∆t
8(1−ϵ)

C4
1)ϵ

∥ζ(n)∥2L2
d

≤

(
1 + 9∆t

8(1−ϵ)
C4

1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C4
1

)n+1

∥e(0)
u ∥2L2

d
+

C∆t

(1− 9∆t
8(1−ϵ)

C4
1)ϵ

n∑
ℓ=0

(
1 + 9∆t

8(1−ϵ)
C4

1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C4
1

)ℓ

∥ζ(n)∥2L2
d
.

1+ 9∆t
8(1−ϵ)

C4
1

1− 9∆t
8(1−ϵ)

C2
1

≤ exp( 9∆t
4(1−ϵ)

C4
1) , n ≤ Nとe

(0)
u = 0なので,

∥e(n)
u ∥2L2

d
≤ CT exp(CT )∥ζ(n)∥2L2

d
.

この証明は, 元の方程式と差分方程式の差をとった誤差の方程式の線形部分のエネル
ギー構造を利用したという意味でエネルギー法の一種といえる. 上の証明を更に精密
化することで次の無条件誤差評価も得られる.

定理 3.4 (無条件誤差評価 ([14])). 問題 (2)–(4)に滑らかな解u ∈ C4([0, Lx]× [0, T ])が
存在するとする. このとき次が成り立つ;

max
n=0,1,...

∥e(n)
u ∥L2

d
≤ C((∆x)2 +∆t).

4. 応用例
以上では簡単な例を用いてきたが, 以下ではこの応用例を列挙する. 発表ではこれらの
話題についても紹介したい.

1. 半線形熱弾性方程式 ([13]): 振動の方程式と放物型方程式が連立した熱弾性方程
式に対しても同様の解析が可能である. 更に塑性のような複雑な非線形項を含ん
だ系にもエネルギー法は適用可能である ([8]).



2. 動的境界条件付き問題 ([1]): 境界条件自身も時間についての発展方程式になって
いるような場合 (動的境界条件)についても, 同様の解析が可能である.

3. 準線形問題 ([15]): 準線形の問題も離散の設定で考察可能である.

4. Brezis-Gallouetの不等式 ([5]): 離散の枠組みでBrezis-Gallouetの不等式を導出し,

非線形シュレディンガー方程式の構造保存型数値解法の解の存在を示した.
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