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1 対蹠集合
Def. (Chen-長野, 1988)

M : Riemann対称空間
sx : xに関する点対称 (s2x = id, x :孤立固定点)

• A ⊂ M : 対蹠集合
def⇐⇒ ∀x, y ∈ Aに対して, sxy = y.

Example

x ∈ S2 ∼= CP 1. sx(x) = x, sx(−x) = −x.

{x,−x}はS2の一つの対蹠集合



x −x



2 名所旧跡
Thm 1（田中-田崎, 2012）
(M,ω, J) : コンパクト型Hermite対称空間
L0, L1 : M の実形, L0 t L1

=⇒ L0 ∩ L1 : Mの対蹠集合

• さらに, 井川-田中-田崎の結果(2015)により,

交叉L0 ∩ L1はある種のWeyl群の軌道として表
されている.



Thm 2（酒井-田崎- I., 2013）
(M,ω, J) : コンパクト型Hermite対称空間,

Kähler-Einstein

L0, L1 : Mの実形で, ΣL0 ,ΣL1 ≥ 3,

L0 t L1

=⇒ HF (L0, L1 : Z2) ∼=
⊕

p∈L0∩L1

Z2[p].

Cor 3

Mが既約の場合, 一組の例外を除いて,

HF (L0, L1 : Z2) ∼= (Z2)
min{SB(L0),SB(L1)}.



3 複素旗多様体と対蹠集合
G : コンパクト半単純Lie群
g : GのLie環, x0 ∈ g

• M := Ad(G)x0 ⊂ g 複素旗多様体

⟨·, ·⟩ : g のAd(G)不変な内積
J : MのGC不変な複素構造

• g ∈ Z(Gx0)に対して, sx,g : M → Mを,

sx,g(y) := Ad(gxgg
−1
x )y

ここで, Ad(gx)x0 = xとする.



Fix(sx) := {y ∈ M | sx,g(y) = y, ∀g ∈ Z(Gx0)}

Def. A ⊂ M : 対蹠集合
def⇐⇒ y ∈ Fix(sx) for ∀x, y ∈ A

Thm 4（酒井-田崎- I., 2012）
A ⊂ M : 極大な対蹠集合
=⇒ ∃t : gの極大可換部分環 s.t.

A = M ∩ t.

これは, Weyl群W (G)の軌道



4 実旗多様体とその交叉
(G,K) : コンパクト型対称対
g = k+ p : 標準分解
x0 ∈ pとする.

• L := Ad(K)x0 ⊂ M 実旗多様体

• Mの対合的反正則等長変換 τ により,

L = Fix(τ)と表せる (実形).

交叉 L ∩Ad(g)L を調べたい (g ∈ G)



a ⊂ p : 極大可換部分空間
A := exp a

Lemma 5 G = KAK.

g = k1ak2 (k1, k2 ∈ K, a ∈ A) と表せて,

L ∩Ad(g)L = L ∩Ad(k1ak2)L

= Ad(k1)(L ∩Ad(a)L)

交叉 L ∩Ad(a)L を調べることに帰着



Thm 6（主結果1） H ∈ a, a := expH とする.

⟨λ,H⟩ /∈ πZ for ∀λ ∈ R (1)

=⇒ L ∩Ad(a)L は離散的

このとき,

• L ∩Ad(a)L = M ∩ a = W (G,K)x0

• W (G,K)x0はMの対蹠集合

Floerホモロジーの計算では, a の取り方が重要.

Thm 6 → a の取り方の自由度が大きい.



5 Floerホモロジー
(M,ω) : 閉シンプレクティック多様体
Jt : ωとcompatibleな概複素構造
L0, L1 : 閉Lagrange部分多様体, L0 t L1

p

L0

q

L1

CF (L0, L1) : L0 ∩ L1で生成される自由Z2-加群



∂ : CF (L0, L1) −→ CF (L0, L1)

∂(p) =
∑

q∈L0∩L1

n(p, q) · q

n(p, q) := #{ isolated J-holomorphic strip

from p to q } (mod 2)
p

L0

q

L1



• u : R× [0, 1] → M satisfying
∂u
∂s + Jt(u)

∂u
∂t = 0,

u(·, 0) ∈ L0, u(·, 1) ∈ L1,
u(−∞, ·) = p, u(+∞, ·) = q.

• ∂2 = 0 =⇒ HF (L0, L1) := ker ∂/im∂

Lagrange部分多様体の対(L0, L1)のZ2係数
Floerホモロジー



L ⊂ M : 閉Lagrange部分多様体

• Iµ : π2(M,L) → Z : Maslov指数

• Iω : π2(M,L) → R,
Iω([u]) :=

∫
D2 u

∗ω for u : D2 → (M,L).

Definition.

• L : 単調 (monotone)
def⇐⇒ ∃α > 0 : const. s.t. Iω = αIµ.

• ΣL ≥ 0 : Lの最小Maslov数
⇐⇒ {Iµ(u) | [u] ∈ π2(M,L)} = ΣL · Z



Thm 7（Y.-G. Oh, 1993）
L0, L1 : 単調, 最小Maslov数 ΣL0 ,ΣL1 ≥ 3

π1(M) = 0 =⇒
• ∂ : well-defined.

• ∂2 = 0.

• HF (L0, L1 : Z2) ∼= HF (L0, ϕL1 : Z2),

ϕ ∈ Ham(M,ω).

L0 t ϕL1ならば,

#(L0 ∩ ϕL1) ≥ rank HF (L0, L1 : Z2).



6 実旗多様体の場合
Thm 8（主結果2）
(G,K) : コンパクト型対称対
M = Ad(G)x0 : 複素旗多様体

ω(·, J ·)がKähler-Einstein

L = Ad(K)x0 : 実旗多様体

=⇒ HF (L : Z2) ∼=
⊕

p∈W (G,K)x0

Z2[p].

• #W (G,K)x0 = SB(L : Z2). よって,



Cor 9

L : K-Eである複素旗多様体Mの実形
L t ϕ(L)なる任意のϕ ∈ Ham(M,ω) について,

不等式

#(L ∩ ϕ(L)) ≥ SB(L : Z2)

が成り立つ.

• 深谷-Oh-太田-小野による一般的なArnold-

Givental不等式（2009 ?）の極めて特別な場合



7 証明の概略
Prop 10（Hermite対称空間の場合は, Oh）
次の性質をもつMの正則等長変換の1パラメー
タ族{ϕt}0≤t≤1が存在する:

• τϕtτ = ϕ−1
t .

• 十分大きい自然数Nに対して,

(ϕ1)
2N = idM かつ

(ϕ1)
k ̸= idM (1 ≤ k < 2N ).

• 交叉L ∩ ϕt(L) (0 < t ≤ 1)は離散的で, 対蹠
集合



• J : MのGC不変複素構造
• L0 = L, L1 := ϕ1(L)とする. (← 上の命題)

• isolated J-holomorphic strips from p to q

の集合を
MJ,ϕ(p, q)

と表す. (モジュライの0次元部分の一部)

Prop 11 Jはregularである.

これを用いると, モジュライの0次元部分はコン
パクト, 特にMJ,ϕ(p, q)の要素の個数は有限個.



• 命題の条件を満たすϕ1を、

(ϕ1)
2u ̸= u for ∀u ∈ MJ,ϕ(p, q)

となるように取っておく.

• 以上の設定で計算に入る.



• p, q ∈ L ∩ ϕ1(L)に対し,

M(l)
J,ϕ(p, q) :={
u ∈ MJ,ϕ(p, q)

∣∣∣∣∣ u = ϕ2k

1 ◦ u (l < k < N)

かつ u ̸= ϕ2l

1 ◦ u

}
Prop 12 MJ,ϕ(p, q)は

M(N−1)
J,ϕ (p, q)∪· · ·∪M(l)

J,ϕ(p, q)∪· · ·∪M
(1)
J,ϕ(p, q)

と非交和に分解し, 各M(l)
J,ϕ(x, y)には(ϕ1)

2lから
誘導される自由なZ2作用が入る.



証明のアイデア

u ∈ MJ,ϕ(p, q)を任意にとる. このuに対して,

J-holomorphic map

(ϕ1)
2N−1

u : R× [0, 1] → M

を考える. 仮定より
u(−∞, t) = p, u(+∞, t) = qであり, p, qは対蹠
集合の要素であるから, ϕ1(p) = p, ϕ1(q) = q.

∴ (ϕ1)
2N−1

(u(−∞, t)) = (ϕ1)
2N−1

(p) = p,

(ϕ1)
2N−1

(u(+∞, t)) = (ϕ1)
2N−1

(q) = q.



<Lagrangian 境界条件>

claim. (ϕ1)
2N−1

(L) = L.

(証) ∀p ∈ L = Fix(τ)に対して,

τ
(
(ϕ1)

2N−1

(p)
)
= τ(ϕ1)

2N−1

τ(p) = (τϕ1τ)
2N−1

(p)

= (ϕ−1
1 )2

N−1

(p) = (ϕ1)
2N−1

(p).

最後の等式は, (ϕ1)
2N = idM .

よって, (ϕ1)
2N−1

(p) ∈ L.



claimより, u(s, 0) ∈ L, u(s, 1) ∈ ϕ1(L)に注意
すると,

(ϕ1)
2N−1

(u(s, 0)) ∈ (ϕ1)
2N−1

(L) = L,

(ϕ1)
2N−1

(u(s, 1)) ∈ (ϕ1)
2N−1+1(L) = ϕ1(L)

となり, (ϕ1)
2N−1

uの境界条件が満たされる.

• (ϕ1)
2N−1

u ̸= uならば,

ũ := (ϕ1)
2N−1

uとおくと, (ϕ1)
2N−1

ũ = u.



u, ũ ∈ M(N−1)
J,ϕ (p, q)

=
{
u ∈ MJ,ϕ(p, q)

∣∣∣u ̸= (ϕ1)
2N−1

u
}
.

つまり, (ϕ1)
2N−1

による自由なZ2作用が入る.

• 以下, (ϕ1)
2N−1

u = uの場合を考える.

これを繰り返すと, 最後には
(ϕ1)

2u ∈ M̂J,ϕ(x, y)となるが, ϕ1の選び方から

(ϕ1)
2u ̸= u

となる. [証明終]



8 今後の課題
• 今回の話は最終形ではない.

• 欠点: Ohさんのアイデアは, 位相型の異なる
実形の対(L0, L1)に適用できない.

• 別の方法を検討中


