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コンパクト例外群G2の
初等的実現について

保倉 理美 (YASUKURA, Osami /福井大学)



1 群Gの実現による定義
· O := Re0 ⊕Re1 ⊕ . . .⊕Re7 (∼= R8)は,

次の乗積表で定められたR代数とする. Oは,

可除なR上のCayley代数である (cf. [11]):

e0ei = eie0 = ei (i = 0, 1, . . . , 7);

e1e2 = −e2e1 = e3, e3e1 = −e1e3 = e2,

e2e3 = −e3e2 = e1; e1e4 = −e4e1 = e5,

e4e5 = −e5e4 = e1, e5e1 = −e1e5 = e4;

e3e4 = −e4e3 = e7, e4e7 = −e7e4 = e3,

e7e3 = −e3e7 = e4; e3e5 = −e5e3 = e6,



e5e6 = −e6e5 = e3, e6e3 = −e3e6 = e5;

e6e4 = −e4e6 = e2, e4e2 = −e2e4 = e6,

e2e6 = −e6e2 = e4; e6e7 = −e7e6 = e1,

e7e1 = −e1e7 = e6, e1e6 = −e6e1 = e7;

e7e2 = −e2e7 = e5, e2e5 = −e5e2 = e7,

e5e7 = −e7e5 = e2; e
2
j = −e0 (j = 1, . . . , 7).

· R代数Oの自己同型群Gを考える:

G := {α ∈ GLRO | α(xy) = (αx)(αy)}.

特に, Gは, 実代数群である.



記号
· O ∋ x =

∑7
i=0 xiei, y =

∑7
i=0 yieiについて,

x := x0e0 −
∑7

i=1 xiei ∈ O;

(x | y) :=
∑7

i=0 xiyi, |x| :=
√

(x | x) ∈ R.

· ImO := {x ∈ O | x = −x} = ⊕7
i=1Rei,

S6 := {x ∈ ImO | |x| = 1}.
· M(7,R) := {X = [x1, . . . , x7] | xi ∈ ImO},
GLR(ImO) := {α ∈ GLRO | αe0 = e0,

αei = −αei (i = 1, . . . , 7)} ⊂M(7,R),

O(7) := {α ∈ GLR(ImO) | (αx | αy) = (x | y)}.



定理0 (1) (cf. [9, p.3]) G ⊂ O(7), G: コンパクト.

(2)(横田 [5, p.250], [7, p.181])

G = {X ∈M(7,R) | x3 = x1x2, (x3 | x4) = 0 =

(xi | xj)− δij (i, j = 1, 2, 4), x5 − x1x4 =

x6 − x4x2 = x7 − x1x6 = 0}.
系0 GのS6への作用は, 推移的.

註0 (Borel [1, p.586, ↓ 2-5]) “But it is well-known

that...G2 is the automorphism group of the Cayley

numbers and acts transitively on the purely

imaginary Cayley numbers of norm one, ...”



2 SU(3)の実現とGの連結性

C3 ∋ ei :=

 δi1

δi2

δi3

, z =

 z1

z2

z3

 , w =

 w1

w2

w3

,

z ×w :=

 z2w3 − z3w2

z3w1 − z1w3

z1w2 − z2w1

 ∈ C3,

(z | w) :=

3∑
i=1

ziwi ∈ C.



補題0 C3 = {
∑

i zi ×wi | zi,wi ∈ C3}.
∵ C3 = {

∑3
i=1 ciei | ci ∈ C} =

{c1e2 ×e3 + c2e3 × e1 + c3e1 × e2 | ci ∈ C}.

補題1 A ∈ GL(3,C) ⇒ Az ×Aw = tÃ(z ×w);

Ã := (detA) ·A−1.

∵ (Az ×Aw | v) = det[Az, Aw,v] =

det(A[z,w, A−1v]) = detA · det[z,w, A−1v] =

det[z,w, (detA) ·A−1v] = det[z,w, Ãv] =

(z ×w | Ãv) = (tÃ(z ×w) | v);
z,w,v ∈ C3.



補題2 {A ∈ U(3) | A = tÃ} = SU(3).

∵ A ∈ U(3), A = tA−1 = tÃ/detA. 故に,

A ∈ U(3)について, A = tÃ⇔ detA = 1.

命題A

{A ∈ U(3) | Az ×Aw = A(z ×w)} = SU(3).

∵ 補題0,1より, (左辺) = {A ∈ U(3) | A = tÃ}
補題2より, = (右辺).

系1 Ge4 := {α ∈ G | αe4 = e4} ⇒ Ge4
∼= SU(3).



∵ (0) (Zorn [11, p.401]) C ⊕C3 ∋ a⊕ z, b⊕w,

(a⊕z)(b⊕w) := (ab−(z|w))⊕(aw+bz+z ×w)

⇒ C ⊕C3 ∼= O (R代数同型写像が存在する）.

(1) (Yokota-Ishihara-Yasukura [10, p.718]): C :=

R⊕Re4, µ : O −→ C ⊕C3;x =
∑7

i=0 xiei 7→

µ0(x)⊕

 µ1(x)

µ2(x)

µ3(x)

;
µi(x) := xi + (−1)ixi+4ei+4 (i = 0, 1, 2, 3)



⇒ µ(ImO) = Re4 ⊕C3, µ(xy) = µ(x)µ(y),

µ(ay) = a · µ(y), µは左C線型同型写像; かつ,

(x|y) =
∑3

i=0(µi(x)µi(y) + µi(y)µi(x))/2 ∈ R,

0⊕C3 = {a⊕m ∈ Re4 ⊕C3 | (µ−1(a⊕m) |
µ−1(b⊕ 0)) = 0 (b ∈ C)}: 実際, ２つの恒等式:

x =
∑3

i=0 µi(x)ei (x ∈ O),

(a⊕ 0)(b⊕w) = ab⊕ aw (a, b ∈ C; 0,w ∈ C3)

より前半;かつ, µの定義より後半を得る.



(2) φ : GL(3,C) −→ GLC(C ⊕C3);A 7→
φ(A) : C ⊕C3 −→ C ⊕C3;∋ a⊕ z 7→ a⊕Az

⇒ µ ◦Ge4 ◦ µ−1 = φ(SU(3)) ∼= SU(3): 実際,

∀α ∈ GLR(O)について, α′ := µ ◦ α ◦ µ−1 ∈
GLR(C ⊕C3)とおくと, µ(e4) = e4 ⊕ 0, (1)より,

Ge4 = {α ∈ G | α(e4y) = e4α(y)} =

{α ∈ G | α′(µ(e4)µ(y)) = µ(e4)(α
′µ(y))} =

{α ∈ G | α′ ∈ GLC(C⊕C3), α′(e4⊕0) = e4⊕0}.
φ(GL(3,C)) = { f ∈ GLC(C ⊕C3) | f(e4 ⊕ 0)

= e4 ⊕ 0 }. 故に, Ge4 = { α ∈ G | α′ = φ(A),A

∈ GL(3,C) }. 従って,



µ ◦Ge4 ◦ µ−1 =

{φ(A) | A ∈ GL(3,C), φ(A)((a⊕ z)(b⊕w)) =

(φ(A)(a⊕ z))(φ(A)(b⊕w))} =

{φ(A) | A ∈ GL(3,C), (ab− (z | w)) ⊕
A(aw + bz + z ×w) = (ab− (Az | Aw)) ⊕
(aAw + bAz +Az ×Aw); a, b ∈ C; z,w ∈ C3}
= {φ(A) | A ∈ U(3), A(z ×w) = Am×An}
= {φ(A) | A ∈ U(3), A(z ×w) = Az ×Aw}.
命題Aより, = {φ(A) | A ∈ SU(3)}.



系2 S6 ∼= G/SU(3).

∵ 系0, 1による.

系3 G: 連結, 単連結, (6 + 8 =)14次元.

∵ 系2とS6, SU(3)の対応する性質による.

系4 G ⊂ SO(7); ∀α ∈ G, ∃p ∈ S6;αp = p.

∵ SO(7) = (O(7)の単位元連結成分), 系3より前半
を得る; 7は奇数故SO(7)の元は不動点を持つ.



系5 rank G = 2.

∵ SU(3) = ∪B∈SU(3) B
−1T 2B;

T 2 := { diag (t1, t2, t1t2) | ti ∈ C, |ti| = 1 }.
系4より, ∀α ∈ G, ∃p ∈ S6; αp = p.

系0より, ∃β ∈ G; βp = e4.

系1より, ∃A ∈ SU(3); Ge4 ∋ βαβ−1 = φ(A).

∃B ∈ SU(3); A ∈ B−1T 2B, g := φ(B)β ∈ G.

このとき, φ(T 2) ∋ φ(BAB−1) = gαg−1.

故に, α ∈ g−1φ(T 2)g, G = ∪g∈G g−1φ(T 2)g,

φ(T 2): コンパクト位相群Gの極大トーラス. 従っ
て, rankG = dimφ(T 2) = 2 (cf. [6, p.129]).



3 SO(4)の実現とGの単純性
H := Re0 ⊕Re1 ⊕Re2 ⊕Re3,

O = {p1 + p2e4 | pi ∈ H},
Sp(1) := {q ∈ H | |q| = 1},
ψ : Sp(1)×2 −→ GLR(O); (q1, q2) 7→ ψ(q1, q2);

ψ(q1, q2)(p1 + p2e4) := q2p1q2 + (q1p2q2)e4.

γ := ψ(e0,−e0), Gγ := {α ∈ G | αγ = γα}.

定理1 (Yokota [8, p.193]) (0) γ ∈ G.

(1) ψ(Sp(1)×2) = Gγ ,

(2) kerψ = {±(1, 1)}, Gγ ∼= SO(4).



系6 z(G) := {α ∈ G | αα′ = α′α(α′ ∈ G)} ⇒
z(G) = {id} ⊂ GLRO.

∵ α ∈ z(G)とする: α ∈ Gγ故,

∃(q1, q2) ∈ Sp(1)×2;α = ψ(q1, q2). ∀q′ ∈ Sp(1),

ψ(q1, q2)ψ(q
′, e0) = ψ(q′, e0)ψ(q1, q2)より,

(q1q
′, q2) = ±(q′q1, q2). 故に, (q1q

′, q2) =

(q′q1, q2), R ∋ q1 = ±e0. 同様に, q2 = ±e0.
ψ(q1, q2) = ψ(±e0,±e0) = id または γ. もし,

α = γなら, Gγ = G, 定理1, 系3より,

6 = dimGγ = dimG = 14, 矛盾.



系7 G: コンパクト単純G2型 Lie 群.

∵ 定理0 (1)より, 実代数群G: コンパクト. 故に,

LieG: reductive 実 Lie 代数, LieG = a⊕m; a: 可
換 ideal, m: 半単純 ideal. 系6より,

dima = dimz(G) = 0. 系5より, LieG: 階数2の半
単純コンパクト実Lie代数. コンパクト実単純Lie代
数の分類より, LieG ∼= (A1)⊕ (A1)(次元6),

(A2)(次元8), or (G2) (cf. Goto-Grosshans [2]).

系7より, dim(LieG) = 14 ̸= 6, 8. 故に,

LieG ∼= (G2)以外あり得ない.



4 極大対蹠部分群の実現
定理2 (田中-田崎-保倉 [4]) Gの極大対蹠部分群は,

β := {ψ(ei,±ei) | i = 0, 1, 2, 3}

に共役.



記号 · M(8, 7,R) := {[x1, . . . , x7] | xi ∈ O},
M(7, 3;R) = {X = [x1, x2, x4] | xj ∈ ImO},

X̃ := [x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7] ∈M(8, 7,R);

x3 := x1x2, x5 := x1x4, x6 := x4x2,

x7 := x1x6.

· β′ := {Ã(ε1, ε2, ε4) | εj = ±1 (j = 1, 2, 4)};

Ã(ε1, ε2, ε4) := [ε1e1, ε2e2, ε4e4]
∼ =

diag(ε1, ε2, ε1ε2, ε4, ε1ε4, ε4ε2, ε1ε4ε2) ∈ G.



系8 G の任意の極大対蹠部分群はβ′に共役.

∵ β′: Gの対蹠部分群故, 定理2より, βの部分群β′′

へ共役. |β′′| = |β′| = 23 = |β|故, β′′ = β.

命題B β′ = β.

∵ Ã(ε1, ε2, ε4) = ψ(ei, ε4ei);

i := (3− 2ε1 − ε2)/2.



5 Kamiyaのモース関数構成法
· Rnの正規直交基底e1, . . . , en について, 標準座標
xi : R

n −→ R;
∑n

j=1 xjej 7→ xi (i = 1, . . . , n)

をとり, f : Rn −→ R, p ∈ Rnにつき,

grad f |p :=
∑n

i=1
∂f
∂xi

(p) · ei,

Hess(f)|p := [ ∂2f
∂xi∂xj

(p)] ∈M(n,R) とおく.

定理3(Kamiya [3]) (仮定) · f, fi : Rn −→ R: C∞

関数 (i = 1, . . . , r).

· M = {p ∈ Rn | fi(p) = 0 (i = 1, . . . , r)}.
· ∀p ∈M , {grad fi|p | i = 1, . . . , r}: １次独立.



(結論) f̄ := f |M :M −→ R; p 7→ f(p)について,

· p0 ∈M : f̄の臨界点⇔ ∃αi ∈ R (i = 1, . . . , r);

r∑
i=1

αigrad fi|p0 = grad f |p0 .

· 上記のとき, 直交射影P : Rn −→ Tp0M ⊂ Rn

のe1, . . . , enに関する表現行列を P̃とおき,

Kp0 := P̃ (Hess(f)|p0 −
∑r

i=1 αiHess(fi)|p0)P̃
と定義する. このとき, p0: f̄の非退化臨界点⇔

rank Kp0 = n− r.



6 G2上のモース関数の例
記号 · Eij := [δ1jei, δ2jei, δ4jei] ∈M(7, 3,R)

(i = 1, . . . , 7; j = 1, 2, 4) は正規直交基底となり,

xij :M(7, 3,R) −→ R; X = [x1, x2, x4] 7→ xij ;

xj =
∑7

i=1 xijei (j = 1, 2, 4) は標準座標になる.

· f :M(7, 3,R) −→ R, X0 ∈M(7, 3,R) につき,

grad f |X0 :=
∑

j=1,2,4

7∑
i=1

∂f

∂xij
(X0) · Eij .



定義-定理3 (Kamiya [3]-横田 [7])

(0) X := [x1, x2, x4] ∈M(7, 3,R)に対して,

f34(X) := (x1x2 | x4),
fjk(X) := (xj | xk)− δjk (j, k = 1, 2, 4)とおき,

G2 := {X | f34 = fjk = 0 (j, k = 1, 2, 4; j ≦ k)}

とおくと, {X̃ | X ∈ G2} = G ⊂M(7,R).

(1) 任意のX ∈ G2について,

{gradf34|X , gradfjk|X | j, k = 1, 2, 4; j ≦ k}:
一次独立である.



(2) (c1, c2, c4) ∈ R3につき,

f(c1,c2,c4)(X) := c1x11 + c2x22 + c4x44

とおく. このとき, ある(c1, c2, c4) ∈ R3 について,

f̄ := f(c1,c2,c4)|G2 の臨界点全体はβ′であり, β′の
各点は, f̄の非退化臨界点である。
註1 定義-定理3(0) は, 定理0による.

註2 定理3(2)の精密化として, 以下の結果を得る.



命題C (c1, c2, c4) ∈ R3, |c1|, |c2|, |c4|, 0:すべて異
なるとき, εj = ±1 (j = 1, 2, 4)について,

(1) Ã(ε1, ε2, ε4): f̄の臨界点の一つ.

(2) Ã(ε1, ε2, ε4): f̄の非退化臨界点の一つ
⇔

∑
j,k=1,2,4;j<k εjεkcjck ̸= 0.

(3) (1/|c1|, 1/|c2|, 1/|c4|): どんな三角形の三辺の
長さにも対応しない⇔ β′: f̄の臨界点全体.



系9 (c1, c2, c4) ∈ R3について, |c1|, |c2|, |c4|, 0: す
べて異なり, (1/|c1|, 1/|c2|, 1/|c4|): どんな三角形
の三辺の長さにも対応しないとする. このとき, 次
の２条件は同値:

(1) 任意のすべて異なるi, j, k ∈ {1, 2, 4}について,

1/|ci|+ 1/|cj | ̸= 1/|ck|.

(2) β′: f̄の非退化臨界点全体.

∵ 命題C, および, “
∑

j,k=1,2,4;j<k εjεkcjck ̸= 0

⇔
∑

j=1,2,4 1/(εjcj) ̸= 0” より帰結する.
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