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Abstract

コンパクト Lie代数内の随伴軌道として実現された複素旗多様体はコ
ンパクトな等質 Kähler多様体となる. 本稿では複素旗多様体が Kähler–
Einstein構造を持ち, 離散的に交わる実旗部分多様体の組 L1, L2 が特定
の条件を満たすとき, その Z2-係数 Floerホモロジーは離散交叉 L1∩L2

を基底とする自由 Z2-加群となることを報告する.

1 Introduction

Kähler 多様体において, 対合的反正則等長変換の不動点集合の連結成分とし
て与えられる部分多様体を実形と呼ぶ. 実形は全測地的 Lagrange 部分多様
体である. ここではコンパクト等質 Kähler 多様体 M 上の実形の組 L1, L2

について, 以下のような問題を考えたい:

• 交叉 L1 ∩ L2 が離散的 ( ⇐⇒ 横断的) であるような実形の組 (L1, L2)
としてはどのようなものがあるか？

• 交叉 L1 ∩ L2 が離散的であるとき, M の有限部分集合としてどのよう
な集合になるか？

• (M,L1, L2) の Lagrangian Floer ホモロジーはどうなるか？
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コンパクト等質 Kähler 多様体としてコンパクト型 Hermite 対称空間を
考えた場合には, 二つの実形が離散的に交わっているとき, その交叉は対蹠集
合になることが田崎 [9], 田中–田崎 [7, 8] によって示された. 特にこれを利用
して入江–酒井–田崎 [6] は実形の組に関する Z2 係数 Floer ホモロジーを決
定した. またこの場合, 井川–田中–田崎 [4] は二つの実形の交叉が離散的にな
るための必要十分条件を対称三対の言葉で記述し, 離散交叉をある種のWeyl
群の軌道として記述した.
ここではコンパクト等質 Kähler 多様体として, コンパクト Lie 代数内の

随伴軌道として実現された複素旗多様体を考えたい. 2015年度の幾何学シン
ポジウムにおいて, 入江–酒井–田崎 [5] の結果の発展として, 複素旗多様体内
のある条件を満たす実旗多様体の組が離散的に交わる必要十分条件を与え,
更に交叉が離散的であれば対蹠的であり, またある種のWeyl群軌道として記
述できることを報告した. 本報告では, 複素旗多様体 M が Kähler–Einstein
構造を持ち, 離散的に交わる実旗多様体の組 L1, L2 が特定の条件を満たすと
き, (M,L1, L2) の Z2-係数 Floer ホモロジーは離散交叉 L1 ∩ L2 を基底とす
る自由 Z2-加群となることを報告する. この結果は上述の入江–酒井–田崎 [6]
の結果の一般化となっている.

2 Kähler 構造付き複素旗多様体とその対蹠集合

gC を複素半単純 Lie 代数とし, GC を連結複素半単純 Lie 群であって, gC を
Lie 代数とするものとする. gC の放物型部分代数の GC-共役類 M は, GC の
等質空間として単連結な複素多様体の構造を自然に持つ. 各点 pC ∈ M につ
いて, pC における GC のイソトロピー部分群は pC に対応する GC 内の解析
的部分群であることに注意しておく. このような複素多様体を gC 上の (一般
化)複素旗多様体と呼ぶ.
以下, gC のコンパクト実形 u を固定し, GC 内の u についての解析的部

分群を U と書くことにする. u の各元 x について, ad(
√
−1x) は gC 上の線

形作用素として実対角化可能であり,

pC(x) :=
⊕
λ≥0

gC(
√
−1x;λ)

は gC の放物型部分代数を定める. ただし gC(
√
−1x;λ) は ad(

√
−1x) による

固有値 λ の固有空間を表すこととする. u の各随伴軌道 O について,

MO := {pC(x) | x ∈ O}



とおくと, MO は gC 上の複素旗多様体となることが知られている. 逆に,
任意の gC 上の複素旗多様体は上記の形で得られる. つまり上記の対応は
{u 内の随伴軌道 } から {gC 上の複素旗多様体 } への全射を定める (単射で
はない). 随伴軌道 O には Kirillov–Kostant–Souriau 形式と呼ばれるシンプ
レクティック構造 ω が自然に定義され, この構造により MO はコンパクト群
U が推移的に作用する等質 (正定値) Kähler 多様体とみなせる. これにより
gC 上の複素旗多様体 M は等質 Kähler 多様体とみなせることになるが, そ
の Kähler 構造は M = MO となる随伴軌道 O の選び方に依存することに注
意しておく (詳しくは [1] を参照). このように定義された等質 Kähler 多様体
を, 本報告では Kähler 構造付き複素旗多様体と呼ぶことにする.
上記の対応について以下の事実が知られている.

事実 2.1 (cf. [1]). gC 上の任意の複素旗多様体 M について, u 内の随伴軌道
O であって, M = MO かつ MO の Kähler 構造から定まる Riemann 計量
が Einstein であるようなものが存在する (しかもそのような O は重み付き
Dynkin 図形の言葉で分類可能である ).

以下, u 内の随伴軌道 O を固定し, 等質 Kähler 多様体 MO について考え
る. U の MO への推移的な作用について, 各点 x ∈ MO のイソトロピー部分
群を Ux と書くことにする. また Ux の中心 Z(Ux) の単位連結部分群を Tx

とおく. このとき Tx の Lie 代数は pC(x) の Levi 部分代数の中心の実形と
なる. 本報告では, MO の対蹠部分集合の概念を以下で定義する:

定義 2.2. MO の部分集合 X が対蹠的であるとは, 任意の x, y ∈ X と任意
の t ∈ Tx について, t · y = y となることとする.

注意 2.3. MO が既約エルミート対称空間である場合には Tx (x ∈ MO) は一
次元となり, x における点対称の構造は Tx の元として実現される. またこの
場合には対蹠部分集合の概念は Chen–長野 [2] により定義された通常のもの
と一致する.

3 実旗部分多様体

前節と同じ設定で考える. g を gC の非コンパクト実形とし, G を g につい
ての GC における解析的部分群とする.

g 内の放物型部分代数の G-共役類 L は, G の等質空間として多様体の構
造を自然に持つ. このような多様体を g 上の (一般化)実旗多様体と呼ぶ.

g 内の放物型部分代数 p について, その複素化 p+
√
−1p は gC 内の放物

型部分代数となる. この対応により, g 上の実旗多様体は gC 上の複素旗多様



体に埋め込まれる. このように埋め込まれた実旗多様体を, 複素旗多様体の
実旗部分多様体とよぶことにする.

u 内の随伴軌道 O を固定し, ケーラー構造付き複素旗多様体 MO につい
て考える. u 上の対合 τ を固定し, τ についての固有値 1, −1 についての固
有空間をそれぞれ kθ, pθ と書く. Oτ := O∩ pθ とおくと, Oτ は連結となるこ
とが知られており (空集合になる場合もある),

Lτ := {pC(x) | x ∈ Oτ} ⊂ MO

は MO の実旗部分多様体となる (MO 内のすべての実旗部分多様体が上記の
形で得られる訳ではない). Lτ に対応する gC の非コンパクト実形は k+

√
−1p

である. このようにして得られた実旗部分多様体 Lτ は Kähler 多様体 MO
の実形, 特に全測地的 Lagrange 部分多様体となる.

4 主結果

以下, Kähler 構造付き複素旗多様体 MO 内の二つの実旗部分多様体の組につ
いて考える. τ1, τ2 を u 上の対合とし, 対応する実旗部分多様体をそれぞれ
L1, L2 とする. また L1, L2 は共に空でないとする. 本報告では L1, L2 が可
換化可能であるとは, “ある u ∈ U について Ad(u) ◦ τ1 ◦Ad(u−1) と τ2 は可
換”ということとして定義する. またこのような u ∈ U を L1, L2 の可換化
元と呼ぶことにする.

2015年度の幾何学シンポジウムでは以下の定理について報告した.

定理 4.1. L1, L2 が可換化可能であるとする.

1. L1 と L2 が離散的に交わるための必要十分条件は可換化元 u ∈ U が
“(u, τ1, τ2) に対応する対称三対 (cf. 井川 [3]) に関して正則”となるこ
とである.

2. L1 と L2 が離散的に交わるとき, 離散交叉 L1 ∩ L2 は MO 内の対蹠集
合である (see Definition 2.2). またその濃度は (u, τ1, τ2) に対応する対
称三対の言葉で書ける.

本報告の主結果は以下のものである:

定理 4.2. MO が Kähler–Einstein であるとする (see Fact 2.1). また L1, L2

の最小 Maslov 数は共に 3 以上であり, 可換化可能かつ離散的に交わってい
るとする. このとき (MO, L1, L2) についての Z2-係数 Lagrangian Floer ホモ
ロジー は well-defined であり, 離散交叉 L1 ∩ L2 を基底とする自由 Z2-加群
となる.



系 4.3. 上記定理の設定において, MO 内の Lagrange 部分多様体 L′
2 であっ

て, L2 と Hamilton isotopic であるものを考える. このとき L1 と L′
2 が離散

的に交わるなら
#(L1 ∩ L′

2) ≥ #(L1 ∩ L2).
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