
古典型コンパクト対称空間の極大対蹠集合とその分類 ∗

田中 真紀子

東京理科大学創域理工学部

1 コンパクト対称空間の極大対蹠集合
コンパクト対称空間M の部分集合Aは、Aの任意の点 xにおける点対称 sxがAの各点

を固定するときに対蹠集合とよばれる。xは sxの孤立不動点であるから、対蹠集合はコン
パクトハウスドルフ空間の離散集合で有限である。Chen–Nagano[1]はコンパクト Lie群
の 2-rank（可換部分群Z2×· · ·×Z2の階数の最大値）のある意味での拡張と考えられるコ
ンパクトRiemann対称空間の 2-number（対蹠集合の位数の最大値）について詳細に研究
し、多くのコンパクトRiemann対称空間に対して 2-numberを決定し大対蹠集合（位数が
2-numberに等しい対蹠集合）を与えた。大対蹠集合は極大対蹠集合であるが、逆は一般
には成立しない。著者は田崎博之氏との共同研究でコンパクト対称空間の極大対蹠集合の
分類に取り組んできた。[2]において古典型コンパクト Lie群の商群の極大対蹠部分群の共
役類を分類し、共役類の代表元の具体的表示を与え、極大対蹠部分群の位数の最大値およ
び最大値を与える極大対蹠部分群を決定した。[3]においていくつかの古典型コンパクト対
称空間およびその商空間の極大対蹠集合の合同類を分類し、合同類の代表元を具体的に表
示し、極大対蹠集合の位数の最大値および最大値を与える極大対蹠集合を決定した。[3]で
扱ったコンパクト対称空間は、Grassmann多様体Gk(Kn), Gm(K2m)/Z2 (K = R,C,H),

CI(n) = Sp(n)/U(n), CI(n)/Z2, DIII(n) = SO(2n)/U(n), DIII(n)/Z2 (nは偶数)で
ある。分類においては、コンパクト対称空間の連結コンパクトリー群の極地としての埋め
込みを利用した。U(n)/O(n), SU(n)/SO(n), U(2n)/Sp(n), SU(2n)/Sp(n)などのいわゆ
る外部型コンパクト対称空間は、連結コンパクト Lie群に極地として埋め込むことはでき
ないが、連結ではないコンパクト Lie群に極地として埋め込むことはできる ([4])。これを
利用して、U(n)/O(n), SU(n)/SO(n), U(2n)/Sp(n), SU(2n)/Sp(n) およびこれらの商空
間の極大対蹠集合の合同類を分類し、合同類の代表元を具体的に表示し、極大対蹠集合の
位数の最大値および最大値を与える極大対蹠集合を決定した ([5])。

2 古典型コンパクトLie群の商群の極大対蹠部分群の分類
コンパクト Lie群Gには両側不変Riemann計量が存在し、sx(y) = xy−1x (x, y ∈ G)に

より xにおける点対称 sxが定まり、GはRiemann対称空間である。点対称は群演算を用
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いて定義されるので、Gが連結でない場合でも点対称が同様に定義できる。
AをGの対蹠集合とする。左移動と右移動はGの等長変換であり、e ∈ Aと仮定しても

一般性を失わない。このとき、任意の x ∈ Aに対して se(x) = x−1 = x、すなわち、x2 = e

が成り立つ。さらに、任意の x, y ∈ Aに対して、sx(y) = yが成立するための必要十分条
件は xと yが可換なことである。Aが極大対蹠集合であればAは部分群で、Z2 × · · · ×Z2

と同型な可換部分群である。これを極大対蹠部分群とよぶ。
[2]において、Gが U(n), SU(n), Sp(n), O(n), SO(2n)の商群の場合に、極大対蹠部分

群の共役類を分類し、代表元を行列を用いて具体的に表示した。ここでは U(n)の商群の
場合について述べる。結果を述べるために必要な記号を準備する。正方行列からなる集合
X に対して、X± := {x ∈ X | detx = ±1}と定める。

∆n :=


±1

. . .

±1


 ⊂ O(n)

とおく。∆nは対角成分が±1の n次対角行列全体である。∆nは U(n), O(n), Sp(n)の共
役を除いてただ一つの極大対蹠部分群であり、∆+

n は SU(n), SO(n)の共役を除いてただ
一つの極大対蹠部分群である。1mでm次単位行列を表す。

I1 :=

[
−1 0

0 1

]
, J1 :=

[
0 −1

1 0

]
, K1 :=

[
0 1

1 0

]
∈ O(2)

とおく。
D[4] := {±12,±I1,±J1,±K1} ⊂ O(2)

は正方形を不変にする二面体群である。自然数 nを n = 2k · lと 2の k乗と奇数 lの積に
分解し、0 ≤ s ≤ kを満たす自然数 sに対して

D(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗∆n/2s

= {d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 | di ∈ D[4] (1 ≤ i ≤ s), d0 ∈ ∆n/2s} ⊂ O(n)

とおく。D(s, n)の位数は |D(s, n)| = 22s+2k−s·lである。
U(n)の中心は {α1n | α ∈ U(1)}であり、これを U(1)と同一視する。自然数 µに対し

て、Zµ を U(1)に含まれる µ次巡回群とする。このとき、U(n)/Zµ はコンパクト Lie群
であり、自然な射影 πn : U(n) → U(n)/Zµは µ重被覆準同型写像である。以下において、
n = 2k · l (lは奇数）であり、θは 1の原始 2µ乗根である。

定理 2.1 ([2] Theorem 5.1) U(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。
(1) n または µ が奇数の場合、

πn({1, θ}D(0, n)) = πn({1, θ}∆n)

(2) n, µ が偶数の場合、
πn({1, θ}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合は除外する。
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注意 2.2 ∆2 ⊊ D[4]より D(k − 1, 2k) ⊊ D(k, 2k)となるので (s, n) = (k − 1, 2k)の場合
は除外される。

定理 2.3 ([2] Corollary 5.3) U(n)/Zµの大対蹠部分群とその位数 (= #2U(n)/Zµ) は
次の通りである。

(1) n または µ が奇数の場合、πn({1, θ}∆n)は共役を除いてただ一つの大対蹠部分群で
あり、その位数は 2nである。

(2) n, µ が偶数の場合、

(2-1) n = 2のとき、π2({1, θ}D[4])は共役を除いてただ一つの大対蹠部分群であり、
その位数は 23である。

(2-2) n = 4のとき、π4({1, θ}D(2, 4))は共役を除いてただ一つの大対蹠部分群であ
り、その位数は 25である。

(2-3) n 6= 2, 4のとき、πn({1, θ}∆n)は共役を除いてただ一つの大対蹠部分群であり、
その位数は 2nである。

注意 2.4 一般には、大対蹠部分群は共役を除いて一意的であるとは限らない。

定理 2.1の証明の概略を述べる。AをU(n)/Zµの極大対蹠部分群とし、B = π−1
n (A)と

おく。Bが可換な場合には、Aは πn({1, θ}∆n)と共役であることがわかる。Bが可換で
ない場合、a, b ∈ Bで ab 6= baとなるものが存在する。このとき、ab = −baであることが
わかり、tr(a) = tr(b) = 0となること、および、nと µは偶数であることがわかる。さら
に、n′ = n/2とすると、{a, b}は {I1⊗ In′ ,K1⊗Kn′}と共役であることがわかる。これよ
り、a, bが生成する部分群はD[4]⊗ 1n′ と同型である。さらに、BはD[4]⊗U(n′)の部分
群と共役であることがわかり、A = π(B)は πn(D[4]⊗ U(n′))の部分群と共役である。さ
らに、U(n′)/Zµのある極大対蹠部分群A′に対して、Aは πn(D[4]⊗ π−1

n′ (A′))と共役であ
る。逆に、U(n′)/Zµの極大対蹠部分群 C ′に対して、πn(D[4] ⊗ π−1

n′ (C ′))は U(n)/Zµの
極大対蹠部分群である。これより、kに関する数学的帰納法を用いることで主張を得る。
[2] で同様の方法で O(n), SO(n), Sp(n) の商群の極大対蹠部分群の共役類の分類を与

え (Theorem 7.1)、大対蹠部分群とその位数を決定した (Corollary 7.2)。SU(n)の商群
SU(n)/Zµ（µは nを割り切る）の極大対蹠部分群の共役類の分類 (Theorem 6.1) につい
ては、任意の SU(n)/Zµの極大対蹠部分群Aは、あるU(n)/Zµの極大対蹠部分群 Ãに対
してA = Ã∩SU(n)/Zµとなり、その逆も成立するという事実を利用した。得られた分類
結果を用いて大対蹠部分群とその位数を決定した (Corollary 6.3)。

3 古典型コンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類
Lie群ではないコンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類については、主に次の方針で

考える。Gをコンパクト Lie群とし、G0を Gの単位連結成分とする。M を Gの eに関
する極地、すなわち、seの不動点集合 F (se, G)の連結成分の一つとする。g ∈ Gに対し
て Ig で gによる共役が定めるGの内部自己同型写像を表す。Ig はGの等長変換である。
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x0 ∈ M に対してM = {Ig(x0) | g ∈ G0}が成り立ち、M の等長変換群 I(M)の単位連結
成分 I0(M)は I0(M) = {Ig|M | g ∈ G0} である ([3, Lemma 3.1])。AをM の対蹠集合と
すると、A ⊂ M ⊂ F (se, G)なので、A ∪ {e}はGの対蹠集合である。A ∪ {e}を含むG

の極大対蹠集合 Ãをとると、Ãは Gの極大対蹠部分群である。さらに AがM の極大対
蹠集合ならば、

A = M ∩ Ã

が成り立つ。
B0, . . . , Bk

をGの極大対蹠部分群の G0による共役類の代表元とすると、ある 0 ≤ s ≤ kと g ∈ G0

が存在して
Ã = Ig(Bs)

が成り立つ。したがって、Ig(M) = M より

A = M ∩ Ã = M ∩ Ig(Bs) = Ig(M ∩Bs)

となる。すなわち、AはM 内でM ∩Bsと I0(M)により合同になる。これより、M 内の
極大対蹠集合の I0(M)による合同類の代表の候補は

M ∩B0, . . . ,M ∩Bk

である。以下では、I0(M)による合同を単に合同という。
K = R,C,Hとし、Gk(Kn)をKn内の k次元K部分ベクトル空間全体からなるGrass-

mann多様体とする。Gk(Kn)はコンパクト対称空間である。x ∈ Gk(Kn)における点対称
sxは、Knにおける xに沿う鏡映から誘導される。このことから、Gk(Kn)の極大対蹠集
合は、e1, . . . , enをKnの標準的正規直交基底とすると、

{〈ei1 , . . . , eik〉 | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

に合同であることがわかる。
次に、Grassmann多様体の商空間について考える。Gm(K2m)には直交補空間を対応さ

せる対合的等長変換 γ : Gm(K2m) → Gm(K2m) ; x 7→ x⊥ が定まり、この作用による商空
間Gm(K2m)∗ := Gm(K2m)/{1, γ} も対称空間になり、自然な二重被覆写像Gm(K2m) →
Gm(K2m)∗ が定まる。

O(n,K) :=


O(n) (K = R)

U(n) (K = C)

Sp(n) (K = H)

とおくと、Gk(Kn)はO(n,K)の極地とみなせる ([3, Section 4])。Gm(K2m)をO(2m,K)

の極地とみなすと、γ は −12m をかける写像になるので、Gm(K2m)∗ ⊂ O(2m,K)∗ :=

O(2m,K)/{±12m} となり、Gm(K2m)∗はO(2m,K)∗の極地である。これにより、[2]で得
られている O(2m,K)∗の極大対蹠部分群の分類結果を用いてGm(K2m)∗の極大対蹠集合
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の分類を得た（[3, Theorems 4.2, 4.3, 4.4])。Gm(K2m)∗ の大対蹠集合とその位数も決定
した（[3, Theorems 4.8])。
コンパクト対称空間 U(n)/O(n), SU(n)/SO(n), U(2n)/Sp(n), SU(2n)/Sp(n)は連結コ

ンパクト Lie群の極地として実現できないが、非連結コンパクト Lie群の極地として実現
できるので、それを利用してこれらのコンパクト対称空間およびその商空間の極大対蹠集
合を分類することが可能になる。
以下で、SU(n)/SO(n)の場合について説明する。σI : SU(n) → SU(n)を σI(x) =

x̄ (x ∈ SU(n))で定義する。ここで、x̄は xの複素共役である。σI は SU(n)の対合的
自己同型写像である。〈σI〉を σI が生成する SU(n)の自己同型群の部分群とする。G :=

SU(n)⋊ 〈σI〉とおく。G = (SU(n), 1) ∪ (SU(n), σI)を連結成分への直和分解とする。G

の単位元を eとするとき、

F (se, G) = (F (s1n , SU(n)), 1) ∪ ({g ∈ SU(n) | σI(g) = g−1}, σI) (1)

である。g, x ∈ SU(n)に対してρσI (g)(x) = gxσI(g
−1)と定義し、これにより定まるSU(n)

の SU(n)への作用 ρσI を σI による捩れた共役作用という。

AI(n) := {g ∈ SU(n) | σI(g) = g−1}

とおくと、AI(n) = ρσI (SU(n))(1n) ∼= SU(n)/SO(n)であることがわかる。AI(n)は連
結コンパクト対称空間である。(1)により (AI(n), σI)は Gの極地である。これを利用し
てAI(n)の極大対蹠集合の分類を得るために、まず、G = SU(n)⋊ 〈σI〉の極大対蹠部分
群を分類する。

定理 3.1 ([5]) SU(n)⋊ 〈σI〉の極大対蹠部分群は∆+
n ⋊ 〈σI〉 に (SU(n), 1)の元で共役で

ある。

これより次を得る。

定理 3.2 ([5]) AI(n)の極大対蹠集合は∆+
n に合同である。

系 3.3 ∆+
n は AI(n)の合同を除いてただ一つの大対蹠集合である。#2AI(n) = |∆+

n | =
2n−1である。

次に AI(n)の商空間を考える。µを nを割り切る自然数とし、Zµ = {z1n | zµ = 1}
とおくと、Zµ は SU(n)の中心に含まれる。よって、z1n ∈ Zµ と x ∈ AI(n)に対して、
σI(zx) = zx = z̄x̄ = z−1x−1 = (zx)−1 より ZµAI(n) ⊂ AI(n)で、Zµ は AI(n)に作用
し、Zµの左からの作用と右からの作用は等しい。よって、商空間 AI(n)/Zµが定義され
る。さらに、σI はZµを保つので、σI は SU(n)/Zµの対合的自己同型写像を誘導する。こ
れも同じ σI で表すことにすると、

AI(n)/Zµ ⊂ M := {x ∈ SU(n)/Zµ | σI(x) = x−1}

がわかる。M は連結とは限らない。AI(n)/Zµは σI による捩れた共役作用の単位元を通
る軌道であり、SU(n)/Zµ ⋊ 〈σI〉の極地である。(Zµ, 1)は SU(n) ⋊ 〈σI〉の正規部分群
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であり、SU(n) ⋊ 〈σI〉の (Zµ, 1)による商群を (SU(n) ⋊ 〈σI〉)/Zµと書くことにすると、
(SU(n)⋊ 〈σI〉)/Zµと SU(n)/Zµ ⋊ 〈σI〉は自然に同一視できる。AI(n)/Zµの極大対蹠集
合を分類を得るために、まず (SU(n)⋊ 〈σI〉)/Zµの極大対蹠部分群を分類する。

D[4]+ = {d ∈ D[4] | det d = 1} = {±12,±J1},
D[4]− = {d ∈ D[4] | det d = −1} = {±I1,±K1}

である。

定理 3.4 ([5]) πn : SU(n) ⋊ 〈σI〉 → (SU(n) ⋊ 〈σI〉)/Zµ を自然な射影とする。n′ :=

n/µ, n = 2k ·l (lは奇数)とする。θを1の原始2µ乗根とする。このとき、(SU(n)⋊〈σI〉)/Zµ

の極大対蹠部分群は、次のいずれかに πn((SU(n), 1))の元で共役である。
(1) µが奇数の場合 πn(∆

+
n ⋊ 〈σI〉)

(2) µが偶数の場合

(2-1) n′が奇数のとき

πn((∆
+
n ∪ θ∆−

n )⋊ 〈σI〉),
πn(D(s, n)⋊ 〈σI〉) (1 ≤ s ≤ k),

ただし、(s, n) = (k−1, 2k)の場合は除外する。さらに、k = 1の場合、πn(D(s, n)⋊
〈σI〉)は πn(((D[4]+ ∪ θD[4]−)⊗∆l)⋊ 〈σI〉)に置き換える。

(2-2) n′が偶数のとき

πn({1, θ}∆+
n ⋊ 〈σI〉),

πn({1, θ}D(s, n)⋊ 〈σI〉) (1 ≤ s ≤ k),

ただし、(s, n) = (k−1, 2k)の場合は除外し、n = 4の場合はさらにπ4({1, θ}∆+
4 ⋊

〈σI〉)も除外する。

∆+
4 = ∆2 ⊗∆2 ⊊ D[4]⊗D[4] = D(2, 4)より π4({1, θ}∆+

4 ⋊ 〈σI〉)は極大ではない。
上の定理から次を得る。PD(s, n) := {d ∈ D(s, n) | d2 = 1n}とする。

定理 3.5 ([5]) πn : SU(n) → SU(n)/Zµを自然な射影とする。AI(n)/Zµの極大対蹠集
合は次のいずれかに合同である。
(1) µが奇数の場合 πn(∆

+
n )

(2) µが偶数の場合

(2-1) n′が奇数のとき

πn(∆
+
n ∪ θ∆−

n ),

πn(PD(s, n)) (1 ≤ s ≤ k),

ただし、(s, n) = (k−1, 2k)の場合は除外する。さらに、k = 1の場合、πn(PD(s, n))

は πn({±12, θI1, θK1} ⊗∆l)に置き換える。
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(2-2) n′が偶数のとき

πn({1, θ}∆+
n ),

πn({1, θ}PD(s, n)) (1 ≤ s ≤ k),

ただし、(s, n) = (k−1, 2k)の場合は除外し、n = 4の場合はさらにπ4({1, θ}∆+
4 )

も除外する。

AI(n)/Zµの大対蹠集合とその位数について次を得る。

定理 3.6 ([5]) (1) µが奇数の場合、πn(∆
+
n )は合同を除いてただ一つの大対蹠集合であ

り、その位数は 2n−1である。

(2) µが偶数の場合

(2-1) n′が奇数のとき
n = µ = 2ならば、π2({±12, θI1, θK1}は合同を除いてただ一つの大対蹠集合
であり、その位数は 3である。
n = µ = 4ならば、π4(PD(2, 4))は合同を除いてただ一つの大対蹠集合であり、
その位数は 10である。
それ以外の場合、πn(∆

+
n ∪ θ∆−

n )は合同を除いてただ一つの大対蹠集合であり、
その位数は 2n−1である。

(2-2) n′が偶数のとき
n = 4, µ = 2ならば、π4({1, θ}PD(2, 4))は合同を除いてただ一つの大対蹠集
合であり、その位数は 20である。
それ以外の場合、πn({1, θ}∆+

n )は合同を除いてただ一つの大対蹠集合であり、
その位数は 2n−1である。

AI(n)/Zµの 2-numberは次の通りである。

系 3.7 n = µ = 2のとき、#2AI(2)/Z2 = 3である。
n = 4, µ = 2のとき、#2AI(4)/Z2 = 20である。
n = µ = 4のとき、#2AI(4)/Z4 = 10である。
それ以外の場合は、#2AI(n)/Zµ = 2n−1である。
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