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講演の内容� �

1. Chen-Nagano 理論

2. 対蹠集合と 2-number

3. コンパクト型Hermite対称空間の実形

4. コンパクト対称空間の全測地的部分多様体の交叉
� �
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1. Chen-Nagano 理論

M：Riemann対称空間（以下、単に対称空間）

i.e., ∀x ∈ M, ∃sx：Mの等長変換 s.t. sx ◦ sx = idM

xはsxの孤立不動点

sx：xにおける点対称

・(dsx)x = −IdTxM

・連結対称空間は等長変換群の等質空間

以下、対称空間は連結とする。
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o ∈ M

F (so,M) := {x ∈ M | so(x) = x}
F (so,M) =

r∪
j=0

M+
j , M+

j ：連結成分

ただし M+
0 = {o}

M+
j ：Mのoに関する極地(polar)

特にM+
j = {1点}のとき極(pole)

M+
0 は自明な極地(自明な極)

M：非コンパクト型対称空間, o ∈ M

Expo : ToM → Mは微分同相

so(x) = x ⇐⇒ x = o
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・極地M+
j はMの全測地的部分多様体

M：対称空間

N ⊂ M：全測地的部分多様体

x ∈ N, sx(N) ⊂ N

点対称sNx := sx|NによりNは対称空間

極地の例

(1) 球面 Sn M+
0 = {o}, M+

1 = {−o}
(2) 射影空間 KPn (K = R,C,H)

e1, . . . , en+1：Kn+1の直交基底
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o = ⟨e1⟩
M+

0 = {o}
M+

1 = {1次元部分空間 ⊂ o⊥ = ⟨e2, . . . , en+1⟩}
∼= KPn−1

M：コンパクト対称空間, o ∈ M

M+
j ：oに関する極地, p ∈ M+

j
∃M−

j (p)：pを含む全測地的部分多様体

s.t. TpM
−
j (p)：(dso)pの−1固有空間

M−
j (p)：pにおけるM+

j に対する子午空間(meridian)

・M−
j (p)はF (sp ◦ so,M)のpを含む連結成分

・dimM−
j (p) + dimM+

j = dimM
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・M+
j が極ならM−

j (p) = M

・rankM−
j (p) = rankM

(rankMはMの平坦全測地的部分多様体の最大次元)

M：コンパクト対称空間, G = I0(M)

M = G/K, K = {g ∈ G | g(o) = o}

命題 1.1 (Chen-Nagano)� �

Mのoに関する極地M+
j はK軌道である。

� �

p, q ∈ M+
j

M−
j (p)とM−

j (q)はK合同

以下、M−
j と書く
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o, o′ ∈ M

F (so,M)とF (so′,M)はG合同

原点oに関する極地を考えれば十分

定理 1.2 (Nagano)� �
既約コンパクト対称空間M,Nが等長的であるための

必要十分条件は、Mにおける一組の(M+
j ,M−

j )と、N

における一組の(N+
k , N−

k )で、M+
j がN+

k に、M−
j が

N−
k にそれぞれ等長的なものが存在すること。� �
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2. 対蹠集合と2-number

M：コンパクト対称空間

S ⊂ M：部分集合
∀x, y ∈ S, sx(y) = y

Sは対蹠集合(antipodal set)

・対蹠集合は有限離散集合

Mの2-number #2M

#2M := sup{#S | S ⊂ M：対蹠集合}
・#2M < ∞

S：対蹠集合, #S = #2Mのとき

Sは大対蹠集合(great antipodal set)
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対蹠集合の例

(1) Sn

{x,−x}：大対蹠集合, #2S
n = 2

(2) KPn (K = R,C,H)

{⟨e1⟩, . . . , ⟨en+1⟩}：大対蹠集合, #2KPn = n+1

S：コンパクト対称空間Mの大対蹠集合

o ∈ Sに対してS ⊂ F (so,M) =
r∪

j=0
M+

j

S ∩M+
j はM+

j の対蹠集合

∴ #(S ∩M+
j ) ≤ #2M

+
j

#2M = #S =
r∑

j=0
#(S ∩M+

j ) ≤
r∑

j=0
#2M

+
j
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対称空間Mはあるコンパクト型対称空間の線形イソト

ロピー軌道として実現されるとき対称R空間

定理 2.1 (Takeuchi)� �
Mが対称R空間のとき

#2M = dimH∗(M,Z2) =
r∑

j=0
#2M

+
j

� �

定理 2.2 (T-Tasaki)� �
M：対称R空間

(1)∀S：Mの対蹠集合, ∃T：大対蹠集合 s.t. S ⊂ T

(2) S1, S2:Mの大対蹠集合⇒S1とS2はI0(M)合同� �
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3. コンパクト型Hermite対称空間の実形

M：コンパクト型Hermite対称空間

τ：Mの対合的反正則等長変換

F (τ,M)：Mの実形(real form)

・実形は連結全測地的Lagrange部分多様体

I(M)：Mの等長変換群

A(M)：Mの正則等長変換群

I0(M), A0(M)：I(M), A(M)の単位連結成分

・I0(M) = A0(M)

12



以下では「I0(M)合同」を単に「合同」とよぶ。

実形の例

(1) CPnの実形はRPnに合同

(2) Gk(Rn)はGk(Cn)の実形

k = 2l, n = 2mのときGl(Hm)もGk(Cn)の実形　

n = 2kのときU(k)もGk(C2k)の実形

Gk(Cn)の実形はこれらのいずれかと合同

・M：既約のときの実形の分類（Leung, Takeuchi）
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M：Hermite対称空間

τ：Mの反正則等長変換

M ×M ∋ (x, y) 7→ (τ−1(y), τ(x)) ∈ M ×M

：M ×Mの対合的反正則等長変換

Dτ(M) := {(x, τ(x)) | x ∈ M}
τにより定まるMの対角実形(diagonal real form)

命題3.1 (T-Tasaki)� �
Mが既約のとき∀τ ∈ I(M)−A(M)は反正則等長変

換で、対応τ 7→ Dτ(M)によりI(M)−A(M)の連結

成分と対角実形の合同類は1 : 1� �
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定理3.2 (T-Tasaki)� �
コンパクト型Hermite対称空間の実形は、既約因子

の実形と2つの正則等長的な既約因子の直積の対角実

形のいくつかの積である。� �

・対称R空間はコンパクト型Hermite対称空間の実形、

逆も成立。(Takeuchi)
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4. コンパクト対称空間の全測地的部分多様体の交叉

定理 4.1 (T-Tasaki)� �
M = M1 × · · · ×Mm：コンパクト型Hermite対称

空間Mの既約因子への分解

L1, L2：Mの実形

=⇒
Li = Li,1 × · · · × Li,n (1 ≤ n ≤ m, i = 1,2)

L1,a, L2,a (1 ≤ a ≤ n)の組み合わせは次の(1)-(4)

のいずれか。� �
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� �
:既約コンパクト型Hermite対称空間

j :その実形

: 2つの既約コンパクト型Hermite対称空間の積
j j :各既約因子の実形の積
j j :対角実形

(1) j
j

(2) j j j j j
j j j j j

(3) j j j j
j j j j j j

(4) j j j j
j j j j j j
� �

� �
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交叉について

(1) j
j

=⇒ 既約の場合

(2) j j j j j
j j j j j

 N1 ×Dτ2(M2)× · · · ×Dτ2s(M2s)
Dτ1(M1)× · · · ×Dτ2s−1(M2s−1)×N2s+1

これらの交叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2sτ2s−1 · · · τ1(x))
| x ∈ N1∩(τ2sτ2s−1 · · · τ1)−1(N2s+1)}
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N1, (τ2sτ2s−1 · · · τ1)−1(N2s+1)はM1の実形

=⇒ 既約の場合に帰着

(3) j j j j
j j j j j j

 N1 ×Dτ2(M2)× · · · ×Dτ2s−2(M2s−2)×N2s

Dτ1(M1)× · · · · · · ×Dτ2s−1(M2s−1)

これらの交叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s−1 · · · τ1(x))
| x ∈ N1∩(τ2s−1 · · · τ1)−1(N2s)}

=⇒ 既約の場合に帰着
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(4) j j j j
j j j j j j
� �

 Dτ2(M2)×Dτ4(M4)× · · · ×Dτ2s(M2s)
Dτ1(M1)×Dτ3(M3)× · · · ×Dτ2s−1(M2s−1)

これらの交叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s−1 · · · τ1(x))
| (x, τ−1

2s (x)) ∈ Dτ2s−1···τ1(M1)∩Dτ−1
2s

(M1)}

=⇒ 2つの対角実形の交叉
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定理 4.2 (T-Tasaki)� �
M：コンパクト型Hermite対称空間

L1, L2：Mの実形, 交叉は離散的

=⇒ L1 ∩ L2はL1とL2の対蹠集合� �
証明にはTakeuchiによる極大トーラスの基本胞体に

関する結果を用いる。非既約の場合には定理4.1を用い

る。

定理 4.3 (T-Tasaki)� �
M：コンパクト型Hermite対称空間

L1, L2：Mの合同な実形, 交叉は離散的

=⇒ L1 ∩ L2はL1とL2の大対蹠集合� �
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定理 4.4 (T-Tasaki)� �

M：既約コンパクト型Hermite対称空間

L1, L2：Mの実形, 交叉は離散的, #2L1 ≤ #2L2

=⇒
(1) M = G2m(C4m)(m ≥ 2), L1 ∼ Gm(H2m),

L2 ∼ U(2m)

#(L1 ∩ L2) = 2m <

 2m
m

 = #2L1

< 22m = #2L2

(2) それ以外の場合

#(L1 ∩ L2) = #2L1 (≤ #2L2)
� �
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定理 4.5 (T-Tasaki)� �

M：既約コンパクト型Hermite対称空間　

τ1, τ2：Mの反正則等長変換

Dτ1(M), D
τ−1
2

(M) ⊂ M ×M, 交叉が離散的

=⇒
(1) M = Q2m(C) (m ≥ 2), τ2τ1 /∈ A0(M)

#(Dτ1(M)∩D
τ−1
2

(M)) = 2m < 2m+2 = #2M

(2) M = Gm(C2m) (m ≥ 2), τ2τ1 /∈ A0(M)

#(Dτ1(M) ∩D
τ−1
2

(M)) = 2m <
(
2m
m

)
= #2M

(3) それ以外の場合

#(Dτ1(M) ∩D
τ−1
2

(M)) = #2M

� �
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補題 4.6� �
M：コンパクト型Hermite対称空間, o ∈ M

F (so,M) =
r∪

j=0
M+

j

(1) L：Mの実形, o ∈ L　

F (so, L) =
r∪

j=0
L ∩M+

j

L ∩M+
j ̸= ∅ならばL ∩M+

j はM+
j の実形

#2L =
r∑

j=0
#2(L ∩M+

j )

(2) L1, L2：Mの実形, o ∈ L1 ∩ L2

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0
{(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )}

#2(L1∩L2) =
r∑

j=0
#2{(L1∩M+

j )∩(L2∩M+
j )}

� �
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定理 4.7 (T-Tasaki)� �

M：コンパクト対称空間, rank(M) = 1

N1, N2：全測地的部分多様体

dimN1 + dimN2 = dimM, 交叉は離散的

=⇒
N1 ∩N2は対蹠集合

(1) M = Sn, N1 ∼ Sk, N2 ∼ Sn−k

#(N1 ∩N2) = 2 = #2N1 = #2N2

(2) M = CPn, N1, N2 ∼ RPn

#(N1 ∩N2) = n+1 = #2N1 = #2N2

(3) M = HPn, N1, N2 ∼ CPn

#(N1 ∩N2) = n+1 = #2N1 = #2N2� �25



� �
(4) M = OP2, N1, N2 ∼ HP2

#(N1 ∩N2) = 3 = #2N1 = #2N2

(5) それ以外の場合

#(N1 ∩N2) = 1 < min{#2N1,#2N2}
� �

定理 4.8 (T-Tasaki)� �

M：既約対称R空間

N1, N2：Mの鏡映部分多様体, 交叉は離散的

=⇒ N1 ∩N2はN1とN2の対蹠集合� �
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