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講演の内容 （田崎博之氏との共同研究）

1.準備

2.対称R空間の対蹠集合

3.コンパクトLie群の対蹠集合

4. U(n), SU(n), O(n), SO(n), Sp(n)の極大対蹠部分

群の分類

5. U(n), SU(n), O(n), SO(n), Sp(n)の商群の極大対

蹠部分群の分類

6. Lie環の自己同型群の極大対蹠部分群の分類

7.G2およびG2/SO(4)の極大対蹠集合の分類



1. 準備

M：Riemann多様体

M：Riemann対称空間 def⇐⇒ ∀x ∈ M, ∃sx: 等長変

換 s.t. s2x = id, xはsxの孤立不動点

sx：xにおける点対称

例：ユークリッド空間Rn、球面Sn、トーラスTn

S ⊂ M：対蹠集合（antipodal set）def⇐⇒ ∀x, ∀y ∈ S

に対してsx(y) = yが成立　

対蹠集合Sが大対蹠集合（great antipodal set）
def⇐⇒ |S| = max{|A| | A ⊂ M 対蹠集合} =: #2M：

Mの2-number



例（1）M = Rn {x}：大対蹠集合（x ∈ Rn）

（2）M = Sn　

{x,−x}：大対蹠集合（x ∈ Sn ⊂ Rn+1）

（3）M = RPn

{Re1, . . . ,Ren+1}：大対蹠集合（e1, . . . , en+1はRn+1

のo.n.b.）

（4）M = Tn #2T
n = 2n

I(M)：Mの等長変換群 I(M)はMに推移的

M：連結 ⇒ 単位連結成分G := I0(M)が推移的

M = G/K　 K := {g ∈ G | go = o} (o ∈ M)



Ko = o ⇒ K ↷ ToM 線形イソトロピー作用

対称R空間はコンパクト型Riemann対称空間G/Kの

線形イソトロピー軌道として実現されるコンパクトRie-

mann対称空間　

コンパクト型Hermite対称空間は対称R空間（G/Kが

コンパクト半単純Lie群の場合）

例：コンパクトLie群SO(n)、U(n)、Sp(n)、Grass-

mann多様体Gk(Kn)（K = R,C,H)、Sn

対称R空間 ↔ コンパクト型Hermite対称空間の実形

二つの実形の交叉は対蹠集合（T.-田崎 2012）



2. 対称R空間の対蹠集合

定理1（T.-田崎 2013）

対称R空間Mに対して次が成り立つ。

（1）Mの極大対蹠集合は大対蹠集合である。

（2）Mの大対蹠集合同士はI0(M)の元の作用で互いに

写り合う。

（3）Mの大対蹠集合はWeyl群Wの軌道である。

対称R空間はコンパクト型Hermite対称空間M̂ = Ĝ/K̂

の実形M = F (τ, M̂) （τはM̂の対合的反正則等長変

換）であり、WはĜの対合的自己同型Iτ : g 7→ τgτ−1

が定める対称対のWeyl群である。



対称R空間ではないコンパクトRiemann対称空間の対

蹠集合についてはよくわかっているとは言えない。

例：有向実Grassmann多様体G̃k(Rn)（2k ≤ n）は、

G̃1(Rn) = Sn−1、G̃2(Rn) = Qn−2(C)（複素2次超

曲面）で対称R空間である。k ≥ 3のとき対称R空間で

はない。

（田崎 2013）階数k = 3,4の場合のG̃k(Rn)の極大対

蹠集合の分類

コンパクトLie群の商群は一般には対称R空間ではない。



3. コンパクトLie群の対蹠集合

コンパクトLie群G ∃両側不変Riemann計量　

⇒ コンパクトRiemann対称空間　

x ∈ Gにおける点対称 sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

1：Gの単位元

s1(y) = y ⇔ y2 = 1

x2 = 1, y2 = 1のとき sx(y) = y ⇔ xy = yx

1 ∈ S ⊂ G：極大対蹠集合 ⇒ 部分群

S ∼= Z2 × · · · × Z2（r個の積） |S| = 2r

r ≥ rank(G)（r > rank(G)も起こり得る）



4. U(n), SU(n), O(n), SO(n), Sp(n)の極大対蹠部分

群の分類

∆n :=




±1

. . .

±1




⊂ O(n)

∆±
n := {g ∈ ∆n | det g = ±1}

O(n), U(n), Sp(n)の極大対蹠部分群は∆nに共役であ

る。SO(n), SU(n)の極大対蹠部分群は∆+
n に共役であ

る。（行列の対角化の理論からわかる。）



5. U(n), SU(n), O(n), SO(n), Sp(n)の商群の極大対

蹠部分群の分類

U(n)の中心Z
id
= {z ∈ C | |z| = 1}

Zµ ⊂ Z：位数µの巡回部分群 ⇒ U(n)/Zµ：U(n)と

局所同型なコンパクトLie群

SU(n)の中心 id
= {z ∈ C | zn = 1} ∼= Zn

Zµ ⊂ Zn：位数µの巡回部分群（µ：nの約数）

⇒ SU(n)/Zµ：SU(n)と局所同型なコンパクトLie群

D[4] :=


±1 0
0 ±1

 ,
 0 ±1
±1 0


 ⊂ O(2)

D[4]：二面体群 正四角形を不変にする



D±[4] := {g ∈ D[4] | det g = ±1}

n：自然数 n = 2k · l, l：奇数

0 ≤ s ≤ kに対して

C(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆n/2s ⊂ O(n)

（s個のD[4]と∆n/2sのテンソル積）

定理2（T.-田崎） µ：自然数

Zµ：U(n)の中心のµ次巡回部分群　

θ：1の原始2µ乗根　

πn : U(n) → U(n)/Zµ：自然な射影

U(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役であ

る。



（1）nまたはµが奇数の場合

πn({1, θ}C(0, n)) = πn({1, θ}∆n)

（2）nかつµが偶数の場合

πn({1, θ}C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く

注意 ∆2 ⊊ D[4]より

C(k − 1,2k) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆2

⊊ D[4]⊗· · ·⊗D[4]⊗D[4] = C(k,2k)

C(k − 1,2k)は極大ではない



定理3（T.-田崎） µ：nの約数　

Zµ：SU(n)の中心のµ次巡回部分群　

θ：1の原始2µ乗根

πn : SU(n) → SU(n)/Zµ：自然な射影

SU(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役であ

る。

（1）nまたはµが奇数の場合

πn(∆+
n )

（2）nかつµが偶数の場合

（a）k = 1のとき

πn(∆+
n ∪ θ∆−

n ), πn((D+[4] ∪ θD−[4])⊗∆l)



ただし、n = µ = 2のときはπ2(∆
+
2 ∪ θ∆−

2 )を除く

（b）k ≥ 2のとき µ = 2k
′ · l′, l′：奇数

（b1）k′ = kならば

πn(∆+
n ∪ θ∆−

n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く

（b2）1 ≤ k′ < kならば

πn({1, θ}∆+
n ), πn({1, θ}C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除き、n = 4の

場合はさらにπ4({1, θ}∆+
4 )を除く　

注意 ∆+
4 = ∆2 ⊗∆2 ⊊ D[4]⊗D[4] = C(2,4)

π4({1, θ}∆+
4 )は極大ではない



O(n)の中心= {±1n} ∼= Z2

O(n)/{±1n}はO(n)と局所同型なコンパクトLie群

nが奇数 ⇒ 連結成分の個数は2

nが偶数 ⇒ SO(n)と同型

SO(n)の中心はnが偶数のとき{±1n}、nが奇数のとき
{1n}
nが偶数のとき、SO(n)/{±1n}はSO(n)と局所同型な

コンパクトLie群

Sp(n)の中心= {±1} ∼= Z2

Sp(n)/{±1n}はSp(n)と局所同型なコンパクトLie群



四元数の標準的な基底の±1倍の全体:

Q[8] := {±1,±i,±j,±k}

定理4（T.-田崎）自然数nを2の冪2kと奇数lの積2k ·l
に分解する。

（I）O(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいずれかに共
役である。

πn(C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く。

（II）nが偶数のとき、SO(n)/{±1n}の極大対蹠部分群
は次のいずれかに共役である。



（1）k = 1の場合

πn(∆+
n ), πn(D+[4]⊗∆l)

ただし、n = 2の場合はπ2(∆
+
2 )を除く。

（2）k ≥ 2の場合

πn(∆+
n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除き、n = 4の

場合はさらにπ4(∆
+
4 )を除く。

（III）Sp(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいずれかに
共役である。

πn(Q[8] · C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く。



6. Lie環の自己同型群の極大対蹠部分群の分類

G：連結コンパクト半単純Lie群

Z：Gの中心（Gの離散部分群）

G/Z ∼= Inn(g)（GのLie環gの内部自己同型群）

Inn(g)の極大対蹠部分群 ⇝ gの対合的内部同型で互い

に可換なものがどれだけ多く取れるか

定理3、定理4（II）、（III）はg = su(n), so(n), sp(n)

のInn(g)の極大対蹠部分群の分類を含む。

Aut(g)：gの自己同型群（Inn(g)は単位連結成分）

自然な射影G → G/ZをAdで表す。



定理5（T.-田崎）自然数nを2の冪2kと奇数lの積2k ·l
に分解する。

（I）τ : su(n) → su(n) ; X 7→ X̄ とする。Aut(su(n))

の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

{e, τ}Ad(C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く。

（II）Aut(so(n))の極大対蹠部分群は次のいずれかに共

役である。

Ad(C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く。



（III）Aut(sp(n))の極大対蹠部分群は次のいずれかに共

役である。

Ad(Q[8] · C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)　

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く。



7. G2およびG2/SO(4)の極大対蹠集合の分類

例外型Lie群G2：Cayley代数の自己同型群

G2はコンパクト単連結、G2の中心= {e}
F (se, G2) = {g ∈ G2 | g2 = e} = {e} ∪M+

1 　

M+
1

∼= G2/SO(4)　 o ∈ M+
1

F (so,M
+
1 ) = {o} ∪M+

1,1

M+
1,1

∼= (S2 × S2)/Z2

ここで、x ∈ Z2 = {±1}はx · (p, q) = (xp, xq)によ

りS2 × S2に作用

π : S2 × S2 → (S2 × S2)/Z2 自然な射影



[p, q] := π(p, q)
(
(p, q) ∈ S2 × S2

)
e1, e2, e3：S2 × S2の第一因子のS2の直交系

f1, f2, f3：S2 × S2の第二因子のS2の直交系

(S2 × S2)/Z2の極大対蹠集合は

A := {[e1,±f1], [e2,±f2], [e3,±f3]}
と合同である。

Aに対応するM+
1,1の極大対蹠集合をA1,1とする。これ

らの記号のもとで次が成り立つ。



定理6（T.-田崎）

（1）G2/SO(4)の極大対蹠集合は{o} ∪ A1,1に合同で

あり、その元の個数は7である。

（2）G2の極大対蹠部分群は{e, o}∪A1,1に共役であり、

その位数は8である。

（3）Aut(g2)の極大対蹠部分群はAut(g2) = Inn(g2)
∼=

G2の同一視のもとで（2）で与えられる。


