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研究の背景

M：コンパクト Riemann対称空間

sx：x ∈ M における点対称

sx は x を孤立不動点とする対合的等長変換

sx による不動点集合 F (sx ,M)の連結成分を x の極地という

正次元の極地M+は全測地的部分多様体で、誘導計量に関して Riemann

対称空間であり、y ∈ M+における点対称は sy のM+への制限 sy |M+

M の部分集合 Aは、∀x , y ∈ Aに対して sx(y) = y となるとき対蹠集合と

いう（対蹠集合は離散的）

AがM の対蹠集合のとき、x ∈ Aならば A ⊂ F (sx ,M)で、x の極地M+

に対して A ∩M+はM+の対蹠集合

逆に、A+がM+の対蹠集合ならば {x} ∪ A+はM の対蹠集合
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包含関係に関して極大な対蹠集合を極大対蹠集合という

M の 2つの極大対蹠集合が、M の等長変換群の単位連結成分 I0(M)の元

で移り合うとき、これらは合同であるという

一般には、極大対蹠集合は合同を除いて一意的ではないが、M が対称 R

空間ならば極大対蹠集合は合同を除いて一意的（T.-Tasaki 2013）

コンパクト Lie群 G には両側不変 Riemann計量が存在し、G はコンパク

ト Riemann対称空間である

点対称は sx(y) = xy−1x で、単位元 eにおける点対称は se(y) = y−1なの

で F (se ,G ) = {g ∈ G | g2 = e}

G においては、単位元 eの極地を単に極地という

Aを G の対蹠集合、e ∈ Aとすると、∀x ∈ Aは x2 = eを満たし、

∀x , y ∈ Aに対して y=sx(y) = xy−1x = xyx−1より x , y は可換
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さらに、Aが極大対蹠集合ならば Aは部分群になり、Aは Z2 × · · · × Z2

と同型

単位元を含む極大対蹠集合を極大対蹠部分群という

コンパクト Riemann対称空間の極大対蹠集合の合同類を決定し、その代

表元の具体的表示を与える（具体的に記述することで位数を決定するこ

となども可能になる）

古典型コンパクト Lie群 U(n),SU(n),O(n),SO(n),Sp(n)とその商群

の極大対蹠部分群の分類（J. Lie Theory 2017）

古典型コンパクト Riemann対称空間 Gk(Kn) (K = R,C,H),

CI (n) = Sp(n)/U(n), DIII (n) = SO(2n)/U(n)とその商空間

Gm(K2m)∗ = Gm(K2m)/Z2 (K = R,C,H), CI (n)∗ = CI (n)/Z2,

DIII (n)∗ = DIII (n)/Z2 (nは偶数)の極大対蹠集合の分類（DGA 2020）

G2,G2/SO(4)の極大対蹠集合の分類（T.-Tasaki-Yasukura, preprint）
田中真紀子 (東京理科大学) コンパクト対称空間の極大対蹠集合 RIMS 共同研究（公開型）部分多様体論と関連する幾何構造研究の深化と融合 遠隔開催（Zoom ウェビナー） 2021 年 6 月 21 日–23 日 5 / 24



極大対蹠集合の分類の方針

連結コンパクト Riemann対称空間M が、コンパクト Lie群 G の極地とし

て実現される場合に、G の極大対蹠部分群の分類結果を利用して、M の

極大対蹠集合を分類する方針について述べる

G：コンパクト Lie群

M = G+
j ：G の正次元の極地（M は連結コンパクト Riemann対称空間）

I0(M)：M の等長変換群の単位連結成分

G0：G の単位連結成分

g ∈ G に対して Ig : G → G を Ig (h) = ghg−1 (h ∈ G )で定義

M は G0による共役作用の軌道, i.e., p ∈ M に対して

M = {Ig (p) | g ∈ G0}

I0(M) = {Ig |M | g ∈ G0}
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AをM の極大対蹠集合とする

A ⊂ M ⊂ F (se ,G )より {e} ∪ Aは G の対蹠集合（eは G の単位元）

{e} ∪ Aを含む G の極大対蹠部分群 Ãが存在

AのM における極大性から A = Ã ∩M

G の極大対蹠部分群の G0共役類の分類結果は得られているとする

B1, . . . ,Bk を各共役類の代表元とすると、Ãは G0の元でこれらのいずれ

か（Bs とする）に共役：∃g ∈ G0 s.t. Ig (Bs) = Ã

A = Ã ∩M = Ig (Bs) ∩M = Ig (Bs ∩M)より、Aは Bs ∩M と合同

よってM の極大対蹠集合は B1 ∩M, . . . ,Bk ∩M のいずれかに合同

連結コンパクト Riemann対称空間M がコンパクト Lie群 G の極地として

実現されるとき、G の極大対蹠部分群を分類し、それらとM との共通部

分を求めることで、M の極大対蹠集合の分類が得られる
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例：U(n)の極地

F (se ,U(n)) =
∪

0≤k≤n

{Ig (diag(−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1)) | g ∈ U(n)}

= {±1n} ∪
∪

1≤k≤n−1

Gk(Cn)

U(n)の極大対蹠部分群は∆n := {diag(±1, . . . ,±1︸ ︷︷ ︸
n

)}に共役

∆n ∩ Gk(Cn) = {d ∈ ∆n | d の対角成分の− 1の個数は k}

=
id
{⟨ei1 , . . . , eik ⟩C | 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n}（e1, . . . , en：Cnの標準基底）

連結コンパクト Lie群の極地としては実現されないが、非連結コンパクト

Lie群の極地として実現される場合がある（U(n)/O(n),U(2n)/Sp(n)

など）
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非連結コンパクト Lie群の極地

G：コンパクト Lie群, e：G の単位元, G0：G の単位連結成分

G =
∪
λ∈Λ

Gλ：連結成分への分解 (0 ∈ Λ)

F (se ,G ) =
∪
λ∈Λ

(F (se ,G ) ∩ Gλ)

F (se ,G ) ∩ G0については Chen-Naganoの研究でよくわかっているので

F (se ,G ) ∩ Gλ (λ ̸= 0)について調べる

F (se ,G )∩Gλ ̸= ∅のとき、∀xλ ∈ F (se ,G )∩Gλ = {g ∈ Gλ | g2 = e}に対

して Ixλ は G0の対合的自己同型写像を誘導

G0の G0への作用

ρIxλ (g)(h) := g h Ixλ(g)
−1 (g , h ∈ G0)

を Ixλ による捩れた共役作用とよぶ（これは Hermann作用）
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よく知られているように、G0の極大トーラス T に対して

G0 =
∪
g∈G0

gTg−1が成立、つまり、共役作用による G0の標準形は T

Hermann作用の一般論から、共役作用による Gλの標準形が得られる

Tλを F (Ixλ ,G0)の極大トーラスとすると

Gλ =
∪
g∈G0

g (xλTλ) g
−1

つまり、共役作用による Gλの標準形は xλTλ

F (se ,G ) ∩ Gλ

= F (se ,G ) ∩ (
∪
g∈G0

g(xλTλ)g
−1) =

∪
g∈G0

g {x ∈ xλTλ | x2 = e}g−1

よって、Gλ内の極地を求めるには、{x ∈ xλTλ | x2 = e}の各元の G0共

役軌道を求め、異なる軌道を決定すればよい（これは個別の G に対して

実行可能）
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一方、次が成り立つ

Proposition 3.1

G0：コンパクト Lie群 G の単位連結成分

Gλ：G の連結成分 ( ̸= G0), xλ ∈ F (se ,G ) ∩ Gλ ̸= ∅

⟨Ixλ⟩：Ixλ が生成するAut(G0)の部分群

⇒ G0 ∪ Gλは G の部分群で G0 ∪ Gλ
∼= G0 ⋊ ⟨Ixλ⟩

よって、非連結コンパクト Lie群 G の極地を決定することは、半直積

G0 ⋊ ⟨Ixλ⟩の極地を決定することに帰着される

G：連結コンパクト Lie群

σ：G の対合的自己同型写像

⟨σ⟩ = {1, σ}：σが生成するAut(G )の部分群

G ⋊ ⟨σ⟩ = (G , 1) ∪ (G , σ)：連結成分への分解
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g , h ∈ G に対して

(g , 1)(h, 1) = (gh, 1), (g , 1)(h, σ) = (gh, σ)

(g , σ)(h, 1) = (gσ(h), σ), (g , σ)(h, σ) = (gσ(h), 1)

(g , 1)−1 = (g−1, 1), (g , σ)−1 = (σ(g−1), σ)

I(e,σ)(g , 1) = (e, σ)(g , 1)(e, σ)−1 = (σ(g), σ)(e, σ) = (σ(g), 1)

I(e,σ)が誘導する単位連結成分 (G , 1)の対合的自己同型写像は、(G , 1)と

G の同一視のもとで σに一致

g , h ∈ G に対して

(g , 1)(h, 1)(g , 1)−1 = (ghg−1, 1) = (Ig (h), 1)

(g , 1)(h, σ)(g , 1)−1 = (gh, σ)(g−1, 1) = (ghσ(g−1), σ) = (ρσ(g)(h), σ)

つまり、単位連結成分の元 (g , 1)による共役は、(G , 1)の G には Ig を誘

導し、(G , σ)の G には捩れた共役作用 ρσ(g)を誘導する
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ê = (e, 1)とおく

Theorem 3.2

G：連結コンパクト Lie群

σ：G の対合的自己同型写像

F (sê ,G ⋊ ⟨σ⟩) = (F (se ,G ), 1) ∪ (F (se ◦ σ,G ), σ)

特に、(F (se ◦ σ,G ), σ)の各連結成分は G ⋊ ⟨σ⟩の極地

(F (se ◦ σ,G ), σ)の (e, σ)を含む連結成分は (ρσ(G )(e), σ)に一致

ρσ(G )(e) ∼= G/F (σ,G )

（証明）F (sê ,G ⋊ ⟨σ⟩) ∩ (G , 1) = (F (se ,G ), 1)

F (sê ,G ⋊ ⟨σ⟩) ∩ (G , σ) ∋ (g , σ) ⇔ (g , σ) = (g , σ)−1 = (σ(g−1), σ)

⇔ g = σ(g−1) = σ ◦ se(g) = se ◦ σ(g)

(e, σ)を含む極地は、(G , 1)の共役作用による (e, σ)を通る軌道なので

(ρσ(G )(e), σ)
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U(n)/O(n)とその商空間の極大対蹠集合の分類

U(n)：n次ユニタリ群, 1n：n次単位行列

σI : U(n) → U(n), σI (g) = ḡ 対合的自己同型写像

UI (n) := {g ∈ U(n) | σI (g) = g−1} = F (s1n ◦ σI ,U(n))

UI (n) = {g1ntg | g ∈ U(n)} = ρσI
(U(n))(1n) ∼= U(n)/O(n)

連結コンパクト Riemann対称空間

⟨σI ⟩ = {1, σI}：σI が生成するAut(U(n))の部分群

U(n)⋊ ⟨σI ⟩ = (U(n), 1) ∪ (U(n), σI )：連結成分への分解

ê := (1n, e)：U(n)⋊ ⟨σI ⟩の単位元

F (sê ,U(n)⋊ ⟨σI ⟩) ∩ (U(n), 1) = (F (s1n ,U(n)), 1)

F (s1n ,U(n)) = {±1n} ∪
∪

1≤k≤n−1

Gk(Cn)
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F (sê ,U(n)⋊ ⟨σI ⟩) ∩ (U(n), σI ) = (UI (n), σI )

(UI (n), σI )は U(n)⋊ ⟨σI ⟩の極地の 1つ

U(n)⋊ ⟨σI ⟩の極大対蹠部分群の分類を利用して、UI (n)の極大対蹠集合

の分類を得ることができる

Theorem 4.1

U(n)⋊ ⟨σI ⟩の極大対蹠部分群は∆n ⋊ ⟨σI ⟩(= ∆n × ⟨σI ⟩)に (U(n), 1)の

元で共役

（証明）Aを U(n)⋊ ⟨σI ⟩の極大対蹠部分群とすると、A ∩ (U(n), σI ) ̸= ∅

がわかる（A ⊂ (U(n), 1)とすると Aは (∆n, 1)に共役で、(∆n, 1)の各元

は (1n, σ)と可換なことから Aの極大性に矛盾が生じる）

A ⊂ F (ê,U(n)⋊ ⟨σI ⟩)より

A ∩ (U(n), σI ) ⊂ F (sê ,U(n)⋊ ⟨σI ⟩) ∩ (U(n), σI ) = (ρσI
(U(n))(1n), σI )
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F (σI ,U(n)) = O(n) ⊃ T：極大トーラス

(U(n), σI ) =
∪

g∈U(n)

(g , 1)(T , σI )(g , 1)
−1

必要なら Aを共役なものに取り換えると ∃t ∈ T s.t. (t, σI ) ∈ A

さらに、U(n)の作用 ρσI
により、(t, σI )は (1n, σI )と (U(n), 1)の元で共

役だから、必要なら Aを共役なものに取り換えることにより (1n, σI ) ∈ A

g ∈ U(n)に対して、(g , 1)と (1n, σI )が可換⇔ σI (g) = g

よって A ∩ (U(n), 1) ⊂ (F (σI ,U(n)), 1) = (O(n), 1)

Aの極大性から A ∩ (U(n), 1)は (O(n), 1)の極大対蹠集合

A ∩ (U(n), 1)は (∆n, 1)に (O(n), 1)の元で共役

必要なら Aを共役なものに取り換えることにより A∩ (U(n), 1) = (∆n, 1)

Aの極大性から A = ∆n ⋊ ⟨σI ⟩

以上から Aは∆n ⋊ ⟨σI ⟩に (U(n), 1)の元で共役
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この結果を利用して UI (n)の極大対蹠集合を決定する

Aを UI (n)の極大対蹠集合とする

(A, σI )は (UI (n), σI )の極大対蹠集合

{ê} ∪ (A, σI )は U(n)⋊ ⟨σI ⟩の対蹠集合

∃Ã：U(n)⋊ ⟨σI ⟩の極大対蹠部分群 s.t. {ê} ∪ (A, σI ) ⊂ Ã

Aの極大性から Ã ∩ (UI (n), σI ) = (A, σI )が成立

Theorem 4.1から ∃g ∈ U(n) s.t. Ã = (g , 1)(∆n ⋊ ⟨σI ⟩)(g , 1)−1

(g , 1)(∆n, σI )(g , 1)
−1 = (g∆σI (g)

−1, σI ) = (ρσI
(g)(∆n), σI )

(A, σI ) = Ã ∩ (UI (n), σI ) = (ρσI
(g)(∆n), σI )

A = ρσI
(g)(∆n)となり、Aは∆nに合同

Theorem 4.2

UI (n)の極大対蹠集合は∆nに合同
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次に UI (n)の商空間について考える

自然数 µに対して Zµ := {z1n | zµ = 1}

Zµ ⊂ U(n)の中心

Zµは積により UI (n)に作用

この作用による商空間を UI (n)/Zµで表す

σI は U(n)/Zµの対合的自己同型写像を誘導するので、それも σI で表す

U(n)/Zµの単位元を eで表す

UI (n)/Zµ ⊂ F (se ◦ σI ,U(n)/Zµ)

F (se ◦ σI ,U(n)/Zµ)は連結とは限らない

UI (n)/Zµは eを含む連結成分に一致

(UI (n)/Zµ, σI )は (U(n)/Zµ)⋊ ⟨σI ⟩の極地の 1つ

一方、(Zµ, 1)は U(n)⋊ ⟨σI ⟩の正規部分群

商群 (U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/(Zµ, 1)を単に (U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/Zµと書く
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(U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/Zµ = (U(n)/Zµ)⋊ ⟨σI ⟩に注意する

(U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/Zµの極大対蹠部分群の分類結果を述べるために記号を準

備する

I1 :=

−1 0

0 1

 , J1 :=

0 −1

1 0

 , K1 :=

0 1

1 0


D[4] := {±12,±I1,±J1,±K1} ⊂ O(2)

自然数 nを 2の冪 2k と奇数 l の積 2k · l に分解

0 ≤ s ≤ k に対して

D(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗ D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗∆n/2s

= {d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 | d1, . . . , ds ∈ D[4], d0 ∈ ∆n/2s} ⊂ O(n)

πn : U(n)⋊ ⟨σI ⟩ → (U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/Zµ：自然な射影
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Theorem 4.3 (T.-Tasaki 2017)

n = 2k · l , l は奇数

θ：1の原始 2µ乗根

(U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/Zµ の極大対蹠部分群は、次のいずれかに πn(U(n), 1)の元

で共役

(1) µが奇数のとき、πn(∆n ⋊ ⟨σI ⟩)

(2) µが偶数のとき、πn({1, θ}D(s, n)⋊ ⟨σI ⟩)

ただし、0 ≤ s ≤ k で、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く

∆2 = {±12,±I1} ⊊ D[4]

D(k − 1, 2k) = D[4]⊗ · · · ⊗ D[4]︸ ︷︷ ︸
k−1

⊗∆2

⊊ D[4]⊗ · · · ⊗ D[4]︸ ︷︷ ︸
k−1

⊗D[4] = D(k, 2k)
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この結果を利用して UI (n)/Zµの極大対蹠集合を決定することができる

PD(s, n) := {d ∈ D(s, n) | d2 = 1n}

Theorem 4.4

n = 2k · l , l は奇数

θ：1の原始 2µ乗根

UI (n)/Zµの極大対蹠集合は次のいずれかに U(n)/Zµ合同

(1) µが奇数のとき、πn(∆n)

(2) µが偶数のとき、πn({1, θ}PD(s, n))

ただし、0 ≤ s ≤ k で、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く

（Theorem 4.4 の証明の概略）

射影 U(n) → U(n)/Zµも πnで表すことにすると、

πn(U(n)⋊⟨σI ⟩) = (U(n)⋊⟨σI ⟩)/Zµ = (U(n)/Zµ)⋊⟨σI ⟩ = πn(U(n))⋊⟨σI ⟩

田中真紀子 (東京理科大学) コンパクト対称空間の極大対蹠集合 RIMS 共同研究（公開型）部分多様体論と関連する幾何構造研究の深化と融合 遠隔開催（Zoom ウェビナー） 2021 年 6 月 21 日–23 日 21 / 24



Aを UI (n)/Zµの極大対蹠集合とする

(A, σI )は (UI (n)/Zµ, σI )の極大対蹠集合

{πn(ê)} ∪ (A, σI )は (U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/Zµの対蹠集合

∃Ã：(U(n)⋊ ⟨σI ⟩)/Zµの極大対蹠部分群 s.t. {πn(ê)} ∪ (A, σI ) ⊂ Ã

Aの極大性から Ã ∩ (UI (n)/Zµ, σI ) = (A, σI )が成立

(1) µが奇数のとき

Theorem 4.3から ∃g ∈ U(n) s.t. Ã = πn((g , 1)(∆n ⋊ ⟨σI ⟩)(g , 1)−1)

(g , 1)(∆n ⋊ ⟨σI ⟩)(g , 1)−1 = (Ig (∆n), 1) ∪ (ρσI
(g)(∆n), σI )より

(A, σI ) = Ã ∩ (UI (n)/Zµ, σI ) = πn((ρσI
(g)(∆n), σI )) =

(πn(ρσI
(g)(∆n)), σI )

よって A = πn(ρσI
(g)(∆n))となり Aは πn(∆n)に合同
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(2) µが偶数のとき

Theorem 4.3から 0 ≤ ∃s ≤ k, ∃g ∈ U(n) s.t.

Ã = πn((g , 1)({1, θ}D(s, n)⋊ ⟨σI ⟩)(g , 1)−1)

ただし、(s, n) ̸= (k − 1, 2k)

Ã = πn(({1, θ}Ig (D(s, n)), 1)) ∪ πn(({1, θ}ρσI
(g)(D(s, n)), σI ))

(A, σI ) = Ã ∩ (UI (n)/Zµ, σI )より

A = πn({1, θ}ρσI
(g)(D(s, n)) ∩ πn(UI (n)) =

ρσI
(πn(g))(πn({1, θ}D(s, n)) ∩ πn(UI (n))

Aは πn({1, θ}D(s, n)) ∩ πn(UI (n))に U(n)/Zµ合同

πn({1, θ}D(s, n)) ∩ πn(UI (n)) =

(πn(D(s, n)) ∩ πn(UI (n))) ∪ (πn(θD(s, n)) ∩ πn(UI (n)))
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πn(D(s, n)) ∩ πn(UI (n)) = πn(PD(s, n))

πn(θD(s, n)) ∩ πn(UI (n)) = πn(θPD(s, n))

Aは πn({1, θ}PD(s, n))に合同
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