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本講演は筑波大学の田崎博之氏との共同研究に基づいている。
田崎は [10]で複素 2次超曲面の 2つの実形の交叉を具体的に記述し、それらが
対蹠集合になっていることを発見した。田中-田崎 [7]では、田崎の結果を拡張し
て、コンパクト型Hermite対称空間の 2つの実形の交叉が対蹠集合になることを
示し、特に、2つの実形が合同のときには交叉が大対蹠集合になることを示した。
さらに、コンパクト型Hermite対称空間が既約の場合に、2つの実形の交点数をす
べて求めた。その後、実形の交叉の対蹠性の証明に不備があることがわかり、そ
れを修正し、さらに、非既約なコンパクト型Hermite対称空間の実形の分類、お
よび、2つの実形の交点数を調べたのが [9]である。今回の講演では主に [9]の内容
についてお話ししたい。

1 準備
M をRiemann対称空間とする。M の点 xにおける点対称を sxで表す。M の部
分集合 Sは

任意の x, y ∈ S に対して sx(y) = y

を満たすとき対蹠集合とよばれる。M の 2-number #2M は

#2M := sup{#S | SはM の対蹠集合 }

で定義される。#2M は有限の値になることがわかる。対蹠集合 Sが#S = #2M

を満たすとき、Sを大対蹠集合とよぶ。大対蹠集合は極大な対蹠集合である（す
なわち、それを真に含むような対蹠集合は存在しない）が、逆は一般に成立しな
い。これらの概念はChen-長野 [1]で導入された。M がコンパクト連結 Lie群の場
合には、Borel-Serre によって導入された 2-rank r2(M)に対して#2M = 2r2(M)が
成り立つことから “2-number”と名付けられたようである。
例えば、M = U(n)の場合には x, y ∈ U(n)に対して sx(y) = xy−1xであり、

{diag(±1,±1, . . . ,±1) ∈ U(n)}

は大対蹠集合で、#2M = 2nである。
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M をコンパクトRiemann対称空間とし、GをM の等長変換群の単位連結成分
とする。KをM の点 oにおけるイソトロピー部分群とする。このとき、固定点集
合 F (so,M) := {x ∈ M | so(x) = x}の各連結成分は oに関する極地とよばれる。

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

と表す。ただし、各M+
j は極地で、M+

0 = {o}とする。M+
j は K-軌道である。

M = U(n)の場合、o = I (単位行列) に関する極地M+
j (0 ≤ j ≤ n)は

M+
j = {X ∈ U(n) | Xは diag(−1, . . . ,−1, 1, . . . , 1)に共役 (−1の個数は j)}

∼= Gj(Cn)

である。ここで、Gj(Cn)はCnの j次元複素線形部分空間全体からなるGrassmann

多様体である。
M を Hermite対称空間とし、τ をM の対合的反正則等長変換とする。このと
き、F (τ,M)は連結であり、M の全測地的 Lagrange部分多様体となる。F (τ,M)

をM の実形とよぶ。既約コンパクト型Hermite対称空間の実形は Leung[2]、竹内
[6] によって分類されている。既約でないコンパクト型Hermite対称空間の実形の
分類については次節で述べる。複素Grassmann多様体Gk(Cn)は既約コンパクト
型Hermite対称空間であり、その実形は

Gk(Rn)

Gl(Hm) (k = 2l, n = 2m)

U(k) (n = 2k)

である。

2 非既約コンパクト型Hermite対称空間の実形
M をHermite対称空間とし、τ をM の反正則等長変換とする。このとき、写像

M ×M ∋ (x, y) 7→ (τ−1(y), τ(x)) ∈ M ×M

はM ×M の対合的反正則等長変換であり、これにより定まるM ×M の実形は

Dτ (M) := {(x, τ(x)) | x ∈ M}

である。Dτ (M)を τ により定まるMの対角実形とよぶ。Mの正則等長変換 g1, g2
に対して (g1, g2)Dτ (M) = Dg2τg

−1
1
(M)が成り立つ。

定理 2.1 ([9]) コンパクト型Hermite対称空間M の実形は、M の既約因子の実形
のいくつかと、M の既約因子の対角実形のいくつかの積である。
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定理 2.2 ([9]) M をコンパクト型 Hermite対称空間、L1, L2をM の実形とする。
M = M1 ×M2 × · · · ×MmをM の既約因子への分解とする。このとき、L1, L2は

L1 = L1,1 × L1,2 × · · · × L1,n, L2 = L2,1 × L2,2 × · · · × L2,n (1 ≤ n ≤ m)

と分解され、各 a (1 ≤ a ≤ n)に対して L1,aと L2,aの組み合わせは次の (1)から
(4)のいずれかである。

(1) ともにM のある同じ既約因子の実形

(2) 必要ならM の既約因子を並べ変え、反正則等長同型 τi : Mi → Mi+1 (1 ≤
i ≤ 2s)および実形N1 ⊂ M1、N2s+1 ⊂ M2s+1によって定まる 2つの実形

N1 ×Dτ2(M2)×Dτ4(M4)× · · · ×Dτ2s(M2s),

Dτ1(M1)×Dτ3(M3)× · · · ×Dτ2s−1(M2s−1)×N2s+1.

(3) 必要ならM の既約因子を並べ変え、反正則等長同型 τi : Mi → Mi+1 (1 ≤
i ≤ 2s− 1)および実形N1 ⊂ M1、N2s ⊂ M2sによって定まる 2つの実形

N1 ×Dτ2(M2)×Dτ4(M4)× · · · ×Dτ2s−2(M2s−2)×N2s,

Dτ1(M1)×Dτ3(M3)× · · · ×Dτ2s−3(M2s−3)×Dτ2s−1(M2s−1).

(4) 必要ならM の既約因子を並べ変え、反正則等長同型 τi : Mi → Mi+1 (1 ≤
i ≤ 2s− 1)および τ2s : M2s → M1によって定まる 2つの実形

Dτ2(M2)×Dτ4(M4)× · · · ×Dτ2s(M2s),

Dτ1(M1)×Dτ3(M3)× · · · ×Dτ2s−1(M2s−1).

既約コンパクト型Hermite対称空間を で表し、その中の実形を e で表す。2

つの既約コンパクト型Hermite対称空間の積を で表し、各既約因子の実形の
積を e e で表し、対角実形を e e で表す。3つ以上の既約コンパクト型Hermite

対称空間内の実形についても同様に表す。このとき、定理 2.2の結果は次のように
表すことができる。

(1) ee (2) e e e e ee e e e e

(3) e e e ee e e e e e
(4) e e e ee e e e e e� �
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3 二つの実形の交叉
コンパクト型 Hermite対称空間の 2つの実形 L1, L2に対して、L1と L2が横断
的に交わることと、L1と L2の交叉が離散的であることは同値である。

定理 3.1 ([7], [9]) M をコンパクト型Hermite対称空間とする。M の二つの実形
L1, L2の交叉が離散的ならば、交叉 L1 ∩ L2は L1と L2の対蹠集合になる。

証明には、竹内 [5]による極大トーラスの基本胞体に関する結果を使う。Mが既
約でない場合の議論には定理 2.2によりわかる以下の結果を使う。
定理 2.2により、2つの実形 L1, L2の交叉を調べることは (1)から (4)の場合に

L1,aと L2,a(1 ≤ a ≤ n)の交叉を調べることに帰着される。(1)は既約の場合であ
る。(2)の場合、交叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s · · · τ1(x)) | x ∈ N1 ∩ (τ2s · · · τ1)−1(N2s+1)}

となり、(τ2s · · · τ1)−1(N2s+1)は既約因子M1の実形なので、この場合はM1の 2つ
の実形N1, (τ2s · · · τ1)−1(N2s+1)の交叉を調べることに帰着される。(3)の場合、交
叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s−1 · · · τ1(x)) | x ∈ N1 ∩ (τ2s−1 · · · τ1)−1(N2s)}.

となり、(τ2s−1 · · · τ1)−1(N2s)は既約因子M1の実形なので、この場合はM1の 2つ
の実形N1, (τ2s−1 · · · τ1)−1(N2s)の交叉を調べることに帰着される。(4)の場合、交
叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s−1 · · · τ1(x)) | (x, τ−1
2s (x)) ∈ Dτ2s−1···τ1(M1) ∩Dτ−1

2s
(M1)}

であり、Dτ2s−1···τ1(M1)とDτ−1
2s
(M1)はM1×M2s

∼= M1×M1内の対角実形だから、
この場合はこれらの交叉を調べることに帰着される。

コンパクト型Hermite対称空間Mの 2つの実形は、Mの正則等長変換群の単位
連結成分の元で互いに写り合うとき合同であるという。

定理 3.2 ([7]) M をコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をM の合同な実
形で交叉が離散的であるとする。このとき、交叉L1 ∩L2はL1とL2の大対蹠集合
になる。すなわち、#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2が成り立つ。

定理 3.3 ([7]) M を既約コンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2をM の 2つ
の実形で交叉が離散的であるとする。#2L1 ≤ #2L2とする。

(1) M = G2m(C4m) (m ≥ 2)であり、L1はGm(H2m)と合同、L2は U(2m)と合
同ならば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2L1 < 22m = #2L2.
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(2) それ以外の場合、L1∩L2はL1の大対蹠集合になる。すなわち次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 (≤ #2L2).

定理 3.4 ([9]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とし、A0(M)をMの正則
等長変換群の単位連結成分とする。M の反正則等長変換 τ1, τ2から定まる対角実
形Dτ1(M), Dτ−1

2
(M) ⊂ M ×M の交叉が離散的になると仮定する。

(1) M = Q2m(C) (m ≥ 2)であり、τ2τ1がA0(M)に含まれないならば、

#(Dτ1(M) ∩Dτ−1
2
(M)) = 2m < 2m+ 2 = #2M.

(2) M = Gm(C2m) (m ≥ 2)であり、τ2τ1がA0(M)に含まれないならば、

#(Dτ1(M) ∩Dτ−1
2
(M)) = 2m <

(
2m

m

)
= #2M.

(3) それ以外の場合、Dτ1(M) ∩ Dτ−1
2
(M)はDτ1(M), Dτ−1

2
(M)の大対蹠集合に

なり、
#(Dτ1(M) ∩Dτ−1

2
(M)) = #2M.

定理 3.2, 3.3, 3.4の証明には、次の補題により極地に関する数学的帰納法を用
いる。

補題 3.5 ([7]) M をコンパクト型Hermite対称空間とし、M の原点 oに関する極
地を

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

と表す。

(1) LをM の原点 oを通る実形とすると、Lの極地は

F (so, L) =
r∪

j=0

L ∩M+
j

となり、次の等式が成り立つ。

#2L =
r∑

j=0

#2(L ∩M+
j ).
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(2) L1, L2をM の原点 oを通る実形で交叉が離散的であるとすると、次の等式
が成り立つ。

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
,

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
.

定理 3.4の証明には次の村上 [3]、竹内 [4]による結果も用いた。

補題 3.6 M を既約コンパクト型Hermite対称空間とし、M の等長変換群および
正則等長変換群をそれぞれ I(M), A(M)、それらの単位連結成分を I0(M), A0(M)

とする。このとき、I(M)/I0(M)およびA(M)/A0(M)は以下の通りである。

(1) M がQ2m(C) (m ≥ 2)またはGm(C2m) (m ≥ 2)のとき

I(M)/I0(M) ∼= Z2 × Z2, A(M)/A0(M) ∼= Z2.

(2) M が上記以外のとき

I(M)/I0(M) ∼= Z2, A(M) = A0(M).
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